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Θέµα Α 
Α1. Θεωρία Σχολικού Σελ. 262 
Α2. Θεωρία Σχολικού Σελ. 141 
Α3. Θεωρία Σχολικού Σελ. 246 
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Θέµα Β. 

Β1. f(x) = 
�����	� ,x ∈ � 

Παρατηρούµε ότι f (0) = 0 
H f είναι συνεχής στο � ως πράξη συνεχών 
Η f είναι παραγωγίσιµη στο � ως πράξη παραγωγίσιµων   

µε f ΄(x) = 
���	
•	�	����
�	�	����
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= 
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�   , είναι 	�	�� � 1
� > 0 ∀ x ∈ � 

f ΄(x) �0 ⟺ 2x � 0⟺ x  �	0  
 
 
 
 
Η f(x) στη θέση x = 0 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο  το f (0) = 0  
Άρα  f (x)  � f (0 ) = 0			∀ x ∈ � 
H f    στο ( - ∞ ,0]  και  η  f   στο   [0, + ∞)  
 
Β2.Η f ΄(x) παραγωγίσιµη ως πράξη παραγωγίσιµων ,άρα :  

 f ΄΄(x) = 
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 	 > 0 ∀ x ∈ � 

f ΄΄ (x) = 0 ⟺ - 3x2 + 1 =0 ⟺ x2 = 
�  ⟺ x = ! √    

 

f ΄΄ (x) > 0 ⟺ -3x2 + 1>0 ⟺ - √   < x< √   

 
 
 
 
 
 

Άρα η f στη θέση x = - √   και στη θέση  x = √    παρουσιάζει καµπή µε αντίστοιχες τιµές : 

f ( - √   ) = 
�√�� 
�	�√�� 
��	� = 

#���  = 
�� = f (√  
 

 

B3.   lim	�→�	()��
 = lim	�→�	( ������	= lim	�→�	( ���� * 1	                                                   lim	�→�	()��
 * lim	�→�()��
 ������	 * lim	�→�	( ���� * 1 

Άρα η ευθεία ψ = 1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη  της Cf στο + ∞ και στο - ∞  
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Θέµα Γ  
Γ1. +��- x2 – 1 = 0  , x ∈ �  
Θέτουµε x2 = ω � 0 και η εξίσωση γίνεται eω – ω – 1 = 0 
Έστω h (x) = ex – x -1 , x � 0  
Προφανής ρίζα το x = 0 
h ́ (x) = ex – 1 �0 ∀ x ∈ [0,+∞) άρα  h(x)   στο [  0, +∞)  
Εποµένως το x = 0 µοναδική ρίζα  
Η εξίσωση  +��- x2 – 1 = 0 γίνεται h(x2) = 0 άρα x2 = 0⟺x=0 
 
Γ2. Πρόσηµο της h(x) = ex –x - 1 , x	� 0  
 ∀ x	�	0 είναι x � 0 

,													-.../  h(x) � h(0) ⟺ h(x) 	� 0 
Είναι +��- x2 – 1 = h (x2) άρα  h (x2)	� 0	∀ x ∈ � µε το * να ισχύει µόνο όταν  x = 0  
Από την σχέση f 2(x) = ( +��- x2 – 1)2  
προκύπτει  f 2(x) 0 0 ∀ x ∈ (-∞,0) U (0, +∞) 
επειδή η f (x) είναι συνεχής στο � και δεν µηδενίζεται στο (-∞,0) U (0, +∞) θα 
διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε κάθε ένα από τα διαστήµατα (-∞,0) και  (0, +∞) 
 
Η σχέση f 2(x) = ( +��- x2 –1)2 γίνεται  
[ f (x) - ( +��- x2 – 1)] . [ f (x)  + ( +��+ x2 – 1)] = 0    (*) 
α)  x ∈(0, +∞) 

• Aν  f (x ) > 0 ,τότε επειδή +��- x2 – 1 > 0  από (*) προκύπτει ότι  
            f (x) - ( +��- x2 – 1)= 0 ⟺ f (x) = +��- x2 – 1 

• Αν η f (x ) < 0 ,τότε επειδή  – �+��- x2 – 1 ) <  0  από (*) προκύπτει ότι  
            f (x) +  ( +��- x2 – 1)= 0 ⟺ f (x) = - (  +��- x2 – 1) 
 
β)  x ∈	(-∞,0) 

• Αν f (x) > 0 ,τότε από την (*) είναι  f (x) = +��- x2 – 1 
• Aν f (x) < 0 ,τότε από την (*) είναι   f(x) = - �+��- x2 – 1) 

 
γ) Για  x = 0 είναι f (0) = 0 



 

 

Από α , β , γ έχουµε :  
i) Αν  f (x) > 0 στο (0,+∞ ) και στο (1	∞, 0) τότε f ( x)  =  +��- x2 – 1   ∀ x ∈ � 
ii) Αν f (x) < 0 στο (0,+∞ ) και στο (1	∞, 0) τότε  f ( x)  = - ( +��- x2 – 1)     ∀ x ∈ � 

iii) Αν  4f	�x
 7 0	στο	�0, �∞	
καιf	�x
 > 0	στο	�1	∞, 0
	? τότε f (x) = @ +�� 1		x� 1 	1		, x	 � 0ABC	1		�+�� 1		x� 1 	1			, x	 > 0? 
iv ) Αν 4f	�x
 		> 	0	DEF	�	0, �	∞	
ABC	)	��
 7 0	DEF	�1	∞, 0
 ?  τότε f (x) =	@1	�+�� 1		x� 1 	1
		, x	 � 0ABC	+�� 1		x� 1 	1			, x	 > 0 ? 
 
Γ3. f (x) = +�� 1		x� 1 	1    ,   x ∈ �                                            
f ΄(x) = +�� . 2	x 1 	2x = 2x . (+�� 1 	1 )  
Επειδή  +�� 1 	1  � 0   ∀ x ∈ � έχουµε : 
Για x 7 0 είναι )	′��
 7 0		άJK	)						DEF	�0, �	∞
		 
Για x	 > 0 είναι )	��
 > 0		άJK	)					DEF	�1	∞, 0� 
 )΄΄��
 * 2�+�� 1 	1 )+ 2x . 2x. +�� 	 = 2 . (+�� 1 	1  ) + 4x2. +�� � 0   ∀ x ∈ � 
Άρα f κυρτή 
 
Γ4. Θεωρούµε g(x) = f(x+3) – f(x)   ,   x ∈ [0,+∞)  
g΄(x) = f΄(x +3) - f́ (x) >0 διότι  ∀	�	 � 0	LίNKO	x + 3 > x P	Q								�R,�(
-......../ f ΄(x +3) > f ́ (x)  

άρα g (x)      εποµένως και 1 – 1 στο [ 0,+ ∞)  
 
Η δοθείσα εξίσωση γίνεται g(|TU�|
 = g(x) V	���	W../	|TU�| = x      (E)  

Προφανής ρίζα της ( Ε) είναι το x = 0 
Ως γνωστόν ∀ x 0 0 δηλ ∀ x > 0 είναι  |TU�| < |�| δηλαδή |TU�| < |�| 
άρα κανένας αριθµός  x 7 0   δεν είναι λύση της  (Ε)  
Eποµένως µοναδική ρίζα το  x = 0 
 
Θέµα ∆ 
∆1. Είναι X )��
TU�Y� �	X )΄΄��
TU�Y� * Z[\[]  ⟺ ^ )��
TU�Y� � �)΄��
TU�Y��\[ 1^ 	)΄��
D_N�Y�[

\ 	* Z	[
] ⟺ 

X )��
TU�Y� � �)Q�Z
TUZ 1 )΄�F
TUF� 1 `�	)	��
D_N��\	[[] –X )��
�D_N�
΄	Y��a * Z[\	  ⟺ X )��
TU�Y� � �0 1 0�1 �	)	�Z
D_NZ 1 )�0
. D_N0[] � –X f�x[] )ηµxdx = π ⟺ 
f(π) +f(o) = π         (1) 

• lim	�→R P��
bc�  = 1 

Έστω h(x) = 
P��
bc�  τότε d lim	�→R	e��
 * 1)��
 * e��
. TU�	? 

είναι  lim	�→R	)��
= [e��
 .ηµx] = 1. ηµ0 =0  

Επειδή f συνεχής  είναι  f(0) = 0        (2) ��
	��
-.../ f(π) = π 

• Είναι lim	�→R P��
�	P�f
��R  (2) = lim	�→R P��
�  = [	P��
bc�  . 
bc��  ] = 1. 1 = 1 

Άρα f ΄(0) = 1   



 

 

∆2. α) Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στο x0∈ �	τότε από Θ.Fermat είναι f ΄(x0) = 0 
Παραγωγίζοντας την δοσµένη σχέση έχουµε  [ef(x)+ x]΄= [f(f(x)) + ex]΄⟺ 
ef(x). f ΄(x)+1 = f ́ (f(x)) . f΄(x) + ex        (3) 

Για x = x0 
� 
-/ +P��g
 f ΄(x0) + 1 = f ́ (f(x0)) .f ΄(x0) + +�g ⟺ 

0 + 1 = 0 + +�g ⟺ +�g = 1 ⟺	x0 = 0 άτοπο , διότι f ΄(0) = 1  και όχι f ΄(0) = 0  
 
β) Επειδή f ΄ είναι παραγωγίσιµη και δεν παρουσιάζει ακρότατα είναι 
     f ’(x) 0 0 ∀ x ∈ � . 
Επειδή f ’(x) παραγωγίσιµη άρα συνεχής και f ’(x) 0 0 ∀ x ∈ � η f ’(x) διατηρεί 
σταθερό πρόσηµο στο  �  
Επειδή f ’ (0) = 1 > 0 είναι  f ’(x) > 0 ∀ x ∈ � άρα f     στο �  
 
∆3. Επειδή η f       και συνεχής στο � θα είναι f(A) = ( lim	�→�( f(x) , lim	�→�( f(x) ) 

Από υπόθεση είναι f (A) = ( - ∞,�∞	) 
άρα  lim	�→�( f(x) = + ∞ 

 

Είναι hbc��ijk�P��
 h  = 
|bc��ijk�	||P��
|  l 

|bc�|�|ijk�|P��
  l 
�P��
 

άρα είναι hbc��ijk�P��
 h l �P��
 ⟺1 2)��
 l 
bc��ijk�P��
  l 

�P��
  
Είναι lim	�→�( �P��
 = 0 

Άρα από κριτ. παρεµβολής είναι  lim	�→�( bc��ijk�P��
  = 0 

 

∆4. Έστω Ι = X 	mn� P�op�
�  dx  

Θέτουµε lnx  = u τότε q • � * 	+r	Y� * 	+r	Ys• 			tOK	� * 1		 ⟹ s * 0tOK	� * 	 +[ ⟹ s * vw+[ * Z? 
  

Άρα Ι = X 	[R  
P�r
mx  . +rdu = X 	[�  f(u) du , 

επειδή f   στο [0,π) είναι  0	l u l π 
P												-.../ f(o
 l  f(u) l f(π) ⇔   0 l f(u) l π 

Η ισότητα ισχύει µόνο για x = π και x = 0  
  
άρα X 0	Ys	[R < X )�s
Ys	[R  < X Z	Ys	[R ⇔ 

0 < X )�s
Ys	[R < π . [u�\[ ⇔ 

0 < X )�s
Ys	[R < π2 


