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ΘΕΜΑ Α 
A1.  Για να δείξουμε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0, αρκεί να 

δείξουμε ότι   
0 0

0 0 f (x) = f (x )   ή    f (x) - f (x )  =  0
x x x x
im im
 
  . 

Για  x  x0  έχουμε :   
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f (x) - f (x )f (x) - f (x ) = (x - x ),  oπότε   
x - x

f (x) - f (x ) f (x) - f (x )  = (x - x )
x - x

f (x) - f (x )                            =   (x - x ) 
x - x

x x x x

x x x x
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  0= f΄(x ) 0 = 0

 

αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0.  
Επομένως  

0
0 f (x) = f (x )

x x
im

   δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο  x0. 

 
A2. Θεώρημα Bolzano 

Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α , β]. 
Αν: 
     η  f  είναι συνεχής στο  [α , β]  και, επιπλέον, ισχύει 
     f (α) . f (β) < 0, 
τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x0(α , β)  τέτοιο, ώστε  f (x0) = 0,  
δηλαδή, υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f (x) = 0  στο 
ανοικτό διάστημα  (α , β). 
 

A3. Οι συναρτήσεις  f, g λέγονται  ίσες συναρτήσεις, όταν έχουν το 
ίδιο πεδίο ορισμού  Α  και  f (x) = g (x), για κάθε  x  A. 

 

Α4.  α. Σωστό, β. Σωστό, γ. Λάθος, δ. Σωστό, ε. Λάθος  



ΘΕΜΑ Β
2
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2 x > 0
2 2

2

2 x > 0
2 2
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1 1 x  - 1 Για  x > 0 : f΄(x) = x +  = 1 -  = 
x x x

x  - 1      f΄(x) = 0    = 0   x  - 1 = 0    x  = 1    x = 1  
x

x  - 1      f΄(x) > 0    > 0   x  - 1 > 0    x  > 1    x 
x

 
 
 

   

   

Β1.

> 1  

 

x  0                            1                         + 
f΄(x)  - + 
f (x)    

 

-2 -3
2

      . .

1 Για  x > 0 : f΄΄(x) = 1 -  = - (x )΄ = 2x  = 
x



 
 
 

Η  f  είναι γν  φθίνουσα στο  (0 , 1]  και γν  αύξουσα στο [1 , + ).
      Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο για  x = 1  την τιμή  f (1) = 2.

Β2. 3
2  > 0
x

        
2 3  Η  f  είναι συνεχής στο   ,   ως παραγωγίσιμη
3 2

2 3       Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο   , 
3 2

2       f 
3



 
  

 
 
 





Η  f  είναι κυρτή στο  (0 , + ) και δεν έχει σημεία καμπής.

Β3. 





e

1

3 2 3 13 = f  =  +  = 
2 3 2 6

      άρα 

      

 Είναι  f (x) > 0  για κάθε  x [1 , e],  άρα

      Ε = f (x) dx = x

  
  
  

 
  





ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ. Rolle για την  f  
2 3στο διάστημα   , 
3 2

Β4.
e2 2e

1
1

1 x e 1 +  dx =  + x  =  + 1 -  = 
x 2 2 2

n  
      

21 + e  τ.μ.
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ΘΕΜΑ  Γ 
 

A B B
-α -α

B f B B
-α -α

Γ B Γ

-α -α -α
Γ g Γ α

Γ

x  = x  = α,  άρα  Β (α , y )
     Β (α , y ) C     y  = f (α)    y  = e ,  άρα  Β (α , e )
     y  = y  = e ,  άρα  Γ (x  , e )

e 1 e     Γ (x  , e ) C     e  = g (x )    e  = -     = -
x e

  

   

Γ1. 

Γ
α 1 + α

Γ Γ

ΑΒΓΔ ΑΒΓΔ Α Δ Β A
1 + α -α -α 1 + α - α

 
x

     x  = -e e     x  = -e ,  άρα  

 Ε  = (ΑΔ) (ΑΒ)    Ε  = (x  - x ) (y  - y )  
      E (α) = (α + e ) (e  - 0)   E (α) = α e  + e   
      



 

   

   

1 + α -αΓ (-e  , e ) 

Γ2.

E (α) =

-α

-α -α -α -α

-α

e  > 0
-α

, α > -1.

 Για  α > -1 :  Ε΄(α) = (α e  + e)΄ = e  - α e  = (1 - α) e
      Ε΄(α) = 0    (1 - α) e  = 0    1 - α = 0    α = 1

      Ε΄(α) > 0    (1 - α) e  > 0    1 - α >



  

   

  

-α α e  + e

Γ3. 

α > -1
 0    -1 < α < 1  

α  -1                           1                        + 
Ε΄(α)  + - 
Ε (α)    

 
Το εμβαδόν του ορθογωνίου  ΑΒΓΔ  μεγιστοποιείται όταν  α = 1,   
δηλαδή όταν  Α (1 , 0). 
 

-1 
max

1Ε  = E (1) = e + e = e +  < 4,  αφού  e 2,718
e

     Eπομένως 

Γ4. 

δεν υπάρχει θέση του σημείου  Α,  
     ώστε το ορθογώνιο  ΑΒΓΔ να έχει εμβαδόν  4 τ.μ.



ΘΕΜΑ  Δ 
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1 1 Για  x 0 :  θέτουμε   = u    x = , u 0
x u

1 1 1 f (u) 1          x f  = ημx    f (u) = ημ      = ημ      
x u u u u

1 1          f (u) = u ημ , u 0     ή     f (x) = x ημ , x 0
u x

      H 

   

          
   

   



Δ1. 

0 x 0

2 2 2 2 2 2

2 2

x 0 x 0

x 0

 f  είναι συνεχής στο  x  = 0,  άρα  f (0) =  f (x).

1 1         x ημ x  = x     -x x ημ x
x x  

           (-x ) =  x  = 0

        από κριτήριο παρεμβολής  f (x) = 0,  άρα

im

im im

im
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x 0 x 0 x 0

x 0 x 0

  f (0) = 0

      Eπομένως   

1x ημf (x) - f (0) 1x  =  = x ημ  
x - 0 x x
1 1       x ημ x     - x x ημ x
x x

         (- x ) =  x  =

im im im

im im

  

 

  




  
 

      



2 1x ημ , x 0f (x) = x
     0 , x = 0

Δ2.   

 

x 0

0

 
 0

1       από κριτήριο παρεμβολής x ημ  = 0
x

        άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x  = 0,  με  f΄(0) = 0

        (ε) : y - f (0) = f΄(0) (x - 0)   
        

im



 



  
 

   
(ε) : y = 0  (x΄x)


 



 

x +

x +

1 12  = u   x = 
x u

1x + x + x + u 0 = 0
x

1 1 = u   x = 
x u

2
1x + x + u 0 = 0
x

1x ημf (x) 1 ημux  =  =  x ημ  =   = 1 = λ
x x x u

1 η       [f (x) - λx] = x ημ  - x  =  
x

im

im

im im im im

im im im

 

 



      



    


  
 

  
 

Δ3.




   

   2

0 0
0 0

2u 0 DL'H u 0 DL'H u 0

μu 1 -  
u u

ημu - u συνu - 1 ημu                             =  =   =   = 0 = β
u 2u 2

      άρα 

 Θεωρο

im im im
   
      

  

 
 
 

fη  C   έχει πλάγια ασύμπτωτη στο + , την ευθεία  y = x.

Δ4.

  

2 2

ύμε τη συνάρτηση  g,  με  g (x) = f (x) συνx,  x [-1 , 1]
       g (0) = f (0) συν0 = 0 1 = 0 = - g (0)
       Για  x [-1 , 0) (0 , 1] : 

1 1           g (-x) = f (-x) συν(-x) = (-x) ημ συνx= x -ημ
-x x

 
 

 

   




2

1

-1

συνx  

1                    = -x ημ συνx  = -f (x) συνx = -g (x)
x

      Eπομένως  g (-x) = - g (x),  για κάθε x [-1 , 1] 

      = g (x) dx                                      Θέτω  x = -u
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1
-1

1
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1

     = g (-u) (-du)                                 dx = - du

       = - -g (u) du                                    x    -1     1

       = g (u) du                                      u   





1

-1

  1     -1

       = - g (u) du

     Eίναι   = -     2  = 0         


 = 0

 


