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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
 
ΘΕΜΑ Α 
 

A1.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 99 
Για να δείξουμε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0, αρκεί να 
δείξουμε ότι   

0 0
0 0 f (x) = f (x )   ή    f (x) - f (x )  =  0

x x x x
im im
 
  . 

Για  x  x0  έχουμε :  

 
0 0

0 0

0
0 0

0

0
0 0

0

0
0

0

f (x) - f (x )f (x) - f (x ) = (x - x ),  oπότε   
x - x

f (x) - f (x ) f (x) - f (x )  = (x - x )
x - x

f (x) - f (x )                            =   (x - x ) 
x - x

x x x x

x x x x

im im

im im

 

 



 
 

 



 

  0= f΄(x ) 0 = 0

αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0.  
Επομένως  

0
0 f (x) = f (x )

x x
im

   δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο  x0. 

 

A2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 143 
Κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης  f   στο διάστημα  Δ, είναι τα 
εσωτερικά σημεία του  Δ  στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται  ή 
η παράγωγός της είναι ίση με μηδέν. 

  
A3. Σχολικό βιβλίο σελίδες 128 - 129 

Θεώρημα Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού (Θ.Μ.Τ.) 
Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 
συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α , β] και 
παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  (α , β)  
   τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ξ(α , β)  τέτοιο, ώστε :   

   f΄(ξ) = 
f (β) - f (α)

β - α . 



 

 

 
Γεωμετρική Ερμηνεία Θ.Μ.Τ.  
 

Αν η  Cf  είναι μια συνεχής 
γραμμή από το  Α (α , f (α))  
στο  Β (β , f (β))  και η  f  είναι 
παραγωγίσιμη στο  (α , β),  
τότε υπάρχει μια  
τουλάχιστον εφαπτομένη της  
Cf   στο σημείο  Μ (x0 , f (x0)) 
που είναι παράλληλη στην 
ευθεία  ΑΒ,  με  x0  (α , β). 
 
 
Α4.  α. Σωστό,  β. Σωστό,        γ. Λάθος,  δ. Σωστό,     ε. Λάθος.
  
ΘΕΜΑ Β 
 

f g

x
fog g f

ΙΣΧΥΕΙ
x x

  D  = (0 , + ),   D  = IR

       D  = { x D   και  g (x) D  } = { x IR  και  e  + 1 > 0  } = IR

      (fog) (x) = f (g (x)) = f (e  + 1) = (e  + 1)

       Eπομένως 

n

n



  

x

Β1.

(fog) (x) = (e  + 1)







x x
x

x x

.

 
(e  + 1)΄ e(fog)΄(x) = (e  + 1)  =  =  > 0

e  + 1 e  + 1
      άρα η  fog  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR,  άρα η  fog  είναι  1-1,   

    

      

 άρα .

n



  

ος

,  x IR

Β2.

η  fog  είναι αντιστ

1

ρ

 τρόπος

έψιμη



1 2

1 2 1 2

x x
1 2

x x x x
1 2

     
      (fog) (x ) = (fog) (x )    (e  + 1) = (e  + 1)   
      e  + 1 = e  + 1   e  = e     x  = x ,  άρα η  fog  είναι  1-1,   

      άρα .

n n 

 

ος

η  fog  είναι αντισ

2  

τρ

τρόπος

έψιμη

 

 

   x0 

A (α , f (α)) 
f (α) 

Ο 

 α 

Β (β , f (β)) 

  β 

Μ 
f (β) 



 

 

x

1 2 1 2

1 2

 x 
x x x x

1 2
x x

1 2

     

     x  > x    e  > e      e  + 1 > e  + 1    
    (e  + 1) > (e  + 1)    (fog) (x ) > (fog) (x ), 
    άρα η  fog  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR,  άρα η  fog  είνα

e n

n n

 

  



oς3  τρόπος


 

x

1 2 1 2

1 2

1 2

 1-1 x 1-1
x x x x

1 2
x x

1

ι  1-1,

    άρα .

     
     Για  x , x IR  έχουμε :

     x x    e   e      e  + 1  e  + 1    
     (e  + 1)  (e  + 1)    (fog) (x )  (f

e n

n n



     

  

oς

η 

4  τρόπ

 fog  είναι αντιστρέψ

ο

ιμη

ς



  2

x -

 (γνωρίζοντας ότι η  fog  είναι  )

og) (x ),   

     άρα η  fog  είναι  1-1,  άρα .

                       

    

     (fog) (x) im
 





oς

Εύρεση τη

 1  τρόπο

η  fog  είναι αντιστρέψι

ς αντίστροφης της  fog

μη

ς


x

x
x -

x

x
x +

e +1 = u
x

x - u 1(e +1)=1

e +1 = u
x

x + x + u +(e +1)=+

h

= (e  + 1) =  u = 0

     (fog) (x) = (e  + 1)  =   u = +

     D  = (gof) (IR) = (0 , + )
     Για  x IR  κ

im

im

im n im n

im im n im n

 

 

  

     



 









   

    

x

y x x y y

αι  y > 0  έχουμε :  y = (fog) (x)  y = (e  + 1)  
     e  = e  + 1  e  = e  - 1   x = (e  - 1), y > 0 
    Eπομένως  

 (χωρίς να γνωρίζουμε τη μονοτ
   .

ον    

n
n

n

 

 
x

oς

h (x) = (e  - 1), x > 0
 

 
 2  τρόπος






x y x x y

y y y 0

x y y

fog

    y = (fog) (x)  y = (e  + 1)  e  = e  + 1 e  = e  - 1

     Πρέπει  e  - 1 > 0     e  > 1    e  > e     

    άρα  e  = (e  - 1)    x = (

ία της  

e  - 1) 

     

fo

Πρέπει  x D   

g)
n

n n n

  

  



 

y > 0

 

 



  
y  (e  - 1) IR   που ισχύει  

    Eπομένως     .

n

n



xh (x) = (e  - 1), x 0 > 





 



 

 

 
x x

x
x x

x xx

x

(e  - 1)΄ e  h΄(x) = (e  - 1)  =  =  > 0,  για  x > 0
e  - 1 e  - 1

         άρα η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0 , + )  και δεν έχει ακρότατα.

(e )΄ (ee      h΄΄(x) =  = 
e  - 1

n   



  
 
 

Β3. i)

ii)



x x x x x x

x 2 x 2

2x x 2x x

x 2 x 2

h

 - 1) - e (e  - 1)΄ e (e  - 1) - e e =  
(e  - 1) (e  - 1)

e  - e  - e - e                  =  =  < 0,  για  x > 0
(e  - 1) (e  - 1)

        άρα η  h  είναι κοίλη στο  (0 , + )  και η  C   δεν έχε

  



x

+ + x +
+x 0

h

e -1 = u
x

x 0 x 0 (e -1)=0 u 0

ι σημεία καμπής.

 D  = (0 , + )
       κατακόρυφες ασύμπτωτες

          h (x) = (e  - 1) =  u = -

            άρα  

im
im im n im n


  







h

Β4.

η  C   έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την  


    

 
x

+
x x+ x

x + x + DL'H x + x +

x

xx +

    
    
       πλάγιες / οριζόντιες ασύμπτωτες

e
h (x) (e  - 1) [ (e  - 1)]΄ e  - 1           =   =    = 

x x (x)΄ 1

e                         = 
e  -

n nim im im im

im




       

 



x = 0 (y΄y) . 

    


 

x

+
x x+

x xDL'H x + x +

x x x

x + x + x +

x

xx +

(e )΄ e  =    =  = 1 = λ
 1 (e  - 1)΄ e

          [h (x) - λx] = [ (e  - 1) - x] = [ (e  - 1) - e ] 

e  - 1                                 = =
e im

im im

im im n im n n

im n




   

     

 


 

     

 

x

x

x

x+

e  - 1 = u
e

u 1e  - 1=1
e

  u = 0 = β

            άρα   
        

im n
 



hη  C   έχει πλάγια ασύμπτωτη στο  + την  y = x.

 

 



 

 

ΘΕΜΑ  Γ 
4 2

3 23

f 0

x xf΄(x) =  = αx  + 3x  + x + 1, x IR.α  + x  +  + x
4 2

     Eίναι  f (0) = 0  και  f΄(0) = 1,  άρα 
     η εφαπτομένη της  C  στο  x  = 0  είναι  

     (ε) : y - f (0) = f΄(0) (x - 0)   

   
 

 

Γ1. 

 (ε)
3 2 2

  

f΄΄(x) = (αx  + 3x  + x + 1)΄ = 3αx  + 6x + 1, x IR.
     Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα  Δ = 36 - 12α,  άρα
     f  κυρτή στο  ΙR    Δ 0  και  3α > 0   6 - 12α 0  και  α > 0  
     3 -12α



    

 : y = x

Γ2. 

4 3 2

-36  και  α > 0    α 3  και  α > 0   α 3  
    άρα .

3 1Για  α = 3  είναι : f (x) = x  + x  + x  + x, x IR  και  
4 2

              

    



η ελάχιστη τιμή του  α  ώστε η  f  να είναι κυρτή στο  IR  είναι  α = 3

x 0

x 0

3 2

f (x)=u

x 0 f (x)=0 u 0

f (x)-x=u

x 0 [f (x)-x]=0 u 0 x 0

            f΄(x) = 3x  + 3x  + x + 1, x IR.

 ημf (x)  =  ημu = 0

1      [f (x) - x]  =  u = -   άρα   = 0
[f (x) - x]

im

im

im im

im n im n im
n





 

  





 

Γ3.




 

    


x 0 x 0 x 0

 

ημf (x) 1        = ημf (x)  = 0 0 = 0
[f (x) - x] [f (x) - x]

1 1 1Ε = (ΟΑ) (ΟΒ) = x f (x) ,  άρα  E (t) = x (t) f (x(t))
2 2 2

1 1     E΄(t) = x΄(t) f (x(t)) + x (t) f΄(
2 2

im im im
n n  






 

     

   

Γ4. 

  
 

x΄(t) = 2

0 0
2

0 0 0 0

x(t)) x΄(t)     

     E΄(t) = f (x(t)) + x (t) f΄(x(t))  και τη χρονική στιγμή  t   που  x (t ) = 2
     E΄(t ) = f (x(t )) + x (t ) f΄(x(t )) = f (2) + 2 f΄(2) = 24 + 2 39 = 102 cm /sec

 



  

 



 

 

ΘΕΜΑ  Δ 
 

f (x) - 1 2

f (x) - 1 2

Eίναι  e  + x - x  + 1 0,  για κάθε  x IR

        Θεωρούμε  g (x) = e  + x - x  + 1,  x IR
        Eίναι  g (x) g (0),  για κάθε  x IR,  άρα η  g  παρουσιάζει ελάχιστο στο  0.

    

 


 

Δ1. i) 

  f (x) - 1f (x) - 1 2
2

0

0

x    g΄(x) =  = e f΄(x) + 1 - ,  x IR.e  + x - x  + 1
x  + 1

         η  g  παρουσιάζει ελάχιστο στο  x  = 0
         η  g  είναι παραγωγίσιμη στο  x  = 0
        από  Θ. Fermat  

     

  





 

f (0) - 1

2

1 - 1

2
2

2

0   g΄(0) = 0   e f΄(0) + 1 -  = 0    
0  + 1

        e f΄(0) + 1 = 0   f΄(0) + 1 = 0    

x     f΄(x) =  =  + α,  x IRx  + 1 + αx
x  + 1

0        f΄(0) = -1    + α = 
0  + 1

  

  

 



f΄(0) = -1

ii)

2 2

2

2

-1   

 Είναι  x  + 1 > x  = x,  x
       άρα  x  + 1 > x,  για κάθε  x IR  

       x  + 1 - x > 0,  για κάθε  x IR    f (x) > 0,  για κάθε  x IR
      επομένως 





 

  

f

α = -1

Δ2.

η  C   βρίσκεται πάνω από τον ά

2

2 2 2

.

x x - x  + 1 -f (x)      f΄(x) =  - 1 =  =  < 0, για κάθε  x IR
x  + 1 x  + 1 x  + 1

     άρα  



ξονα  x΄x

η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  IR.

 



 

 

 

2 2 2 2

  Η εξίσωση γράφεται :  
        F (3ημ x) - F (2ημ x) = F (2ημ x) - F (ημ x)  

        αν  x = 0  ή  x = π,  τότε  ημx = 0  και η  (1)  επαληθεύεται 
 
        αν  x (0 , π),  τότε  ημx 0  και   



  

Δ3.
(1)

2 2 2

2 2

2 2

ημ x < 2ημ x < 3ημ x

            η συνάρτηση  F  είναι συνεχής στο διάστημα  [ημ x , 2ημ x] 
            η συνάρτηση  F  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (ημ x , 2ημ x) 
              οπότε εφαρμόζοντα




2 2
1

2 2 2 2

1 12 2 2

ς  Θ.Μ.Τ.  προκύπτει ότι :
              υπάρχει  x (ημ x , 2ημ x),  τέτοιο ώστε :

F (2ημ x) - F (ημ x) F (2ημ x) - F (ημ x)              F΄(x ) =     f (x ) =   (2)
2ημ x - ημ x ημ x

            η συνάρ





 2 2

2 2

τηση  F  είναι συνεχής στο διάστημα  [2ημ x , 3ημ x] 
            η συνάρτηση  F  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (2ημ x , 3ημ x) 
              οπότε εφαρμόζοντας  Θ.Μ.Τ.  προκύπτει ότι :
            



2 2
2

2 2 2 2

2 22 2 2

f 

1 2 1 2

  υπάρχει  x (2ημ x , 3ημ x),  τέτοιο ώστε :
F (3ημ x) - F (2ημ x) F (3ημ x) - F (2ημ x)              F΄(x ) =     f (x ) =   (3)

3ημ x - 2ημ x ημ x

        Είναι  x  < x     f (x ) > f (x )   






 
(2

(3)
22 2 2 2 ημ x > 0

2 2

2 2 2 2

  

F (2ημ x) - F (ημ x) F (3ημ x) - F (2ημ x)        >       
ημ x ημ x

       F (2ημ x) - F (ημ x) > F (3ημ x) - F (2ημ x)
       άρα η εξίσωση  (1)  είναι αδύνατη στο  (0 , π). 
   
       Επομένω



)

ς .μοναδικές ρίζες  x = 0  και  x = π
 

 



 

 

 
f 

  0 x 1    f (0)  f (x)    1  f (x)    1 - f (x)  0
       (στην τελευταία σχέση το "="  ισχύει μόνο για  x = 0) 

       Γνωρίζουμε ότι  ημu u,  για κάθε  u 0  και το  "="  ισχύει μόνο για  u



       

 

Δ4.

 = 0
       άρα  ημ(1 - f (x)) 1 - f (x),  για κάθε  x [0 , 1]  και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0
       άρα  x ημ(1 - f (x)) x - x f (x),  για κάθε  x [0 , 1]  και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0

    

 
   

1 1

0 0

1 1 2 2

0 0
1 1

0 0

1 22

0

   Επομένως  x ημ(1 - f (x)) dx  <  [x - x f (x)] dx  (4)

        [x - x f (x)] dx =  (x + x  - x x  + 1) dx 

                                 = x dx + x  dx -  

    

x x  + 1

    

 dx

 



 

 

 


 

 

 

11 32

0 0
12
2

1

2
1

1

2

1

2

3
2

xx                        =  +  -
32

1 1 1                                 =  +  - u  du
2 3 2

u5 1 5 1 2 5                                 =  -  =  -  =  u u36 2 6 2 3 6
2

du u  
2

  
     

 
   
  





1- (2 2  - 1)
3

5 2 2 - 1 5 - 4 2  + 2 7 - 4 2                                 =  -  =  =   (5)
6 3 6 6

    Aπό  (4)  και  (5)  προκύπτει ότι  .




1

0

7 - 4 2x ημ(1 - f (x)) dx  <  
6

 

 
 

 


