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ΘΕΜΑ Β 

2
gof f g

2

2 2 2

x

 D  = {x D  και  f (x) D } = {x ΙR και  x  + 1 2} 

             = {x ΙR και  x 1} = {x ΙR και  x 1} = (-  , -1] [1 , + ).
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η ευθεία  (ε) : y = x  είναι η πλάγια ασύμπτωτη 

 



.fτης  C   στο +  
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x  - 1 1 h (x) =  = x  - 1  = -
x - 2 x - 2

1         διότι  x  - 1 = 3  > 0  και   = -
x - 2

x  - 1 1      h (x) =  = x  - 1
x - 2 x - 2

im im im

im im

im im im

  

 

  

    
 



 


Β3.   
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x 2 x 2

x 2 x 2

 = +

1         διότι  x  - 1 = 3  > 0  και   = +
x - 2

     Eίναι  h (x) h (x),  άρα   . 

   Η  t  είναι συνεχής στα  [0 , 1)  και  (1 , 2]  

im im

im im im
 

 

 








x 2
το h (x)  δεν υπάρχει

Β4.

 

  



- + 0x 1 x 1

ως πράξεις συνεχών
          t (x) = t (x) = t (1) = 0,  άρα  t  συνεχής στο  x  = 1

           Eπομένως η  t  είναι συνεχής στο  [0 , 2].
       Η  t  είναι παρ/μη στα  [0 , 1)  και  (1

im im
 



  



-x 1

 , 2]  ως πράξεις παρ/μων
t (x) - t (1)

          im
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x 1 x 1

- (x - 1)(1 - x ) ημπx =  = 
x - 1 x - 1

im im
 

 
(x + 1) ημπx
x - 1
 

+x 1

 = 0

t (x) - t (1)
             im
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2x 1 x 1

0
0

DL'Hx 1 x 1

x  - 1 ημπx x - 1 x + 1 ημπx =  =  
x - 1 x - 1 x - 1

1 ημπx + π x+1 συνπxx+1 ημπx 2 x+1                                       = = 1x - 1
2 x - 1

                         

im im

im im

 

 
 
 

 

  

 

 

 

+x 1

0

x - 1              = ημπx + 2π x - 1 x + 1 συνπx  = 0
x + 1

            άρα η  t  είναι παραγωγίσιμη στο  x  = 1  με  t΄(1) = 0
          Eπομένως η  t  είναι παραγωγίσιμη στο  [0 , 2].
      

im


 
   

 


 
  t (0) = t (2) = 0          

   Eπομένως 


για την  t  πληρούνται οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο  0 , 2  
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ΘΕΜΑ Γ 
2

2

f
f (1) = 1x = 1

2

1f (x) f΄(x) =    2f (x) f΄(x) = 1   f (x)  = (x)΄  
2

     από συνέπειες  Θ.Μ.Τ.   f (x) = x + c,  x > 0  (1)
     M (1 , 1) C     f (1) = 1

     (1)   f (1) = 1 + c  1 = 1 + c

      

 

 

Γ1. 

 
c = 0 22 2

x = ρ f (ρ) = 0

    c = 0 

     (1)   f (x) = x   f (x) = x     f (x)  = x,  x > 0  (2) 

     Έστω  ρ > 0  ρίζα της  f,  δηλαδή  f (ρ) = 0

     (2)   f (ρ)  = ρ  0 = ρ    ρ = 0   ΑΤΟΠΟ
     άρα η



  

   

 συνεχής  f  δεν έχει ρίζες στο διάστημα  (0 , + )
     Από συνέπειες Θ.Bolzano η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  (0 , + )
     και επειδή  f (1) = 1 > 0,  θα είναι  f (x) > 0,  για κάθε  x > 0.

     (




+ +

f (x) > 0

0 x 0 x 0

2)   f (x) = x,  x > 0

     H  f  είναι συνεχής στο  x  = 0,  άρα  f (0) = f (x) = x  = 0

x,  x > 0     Eπομένως  f (x) =     ή    .
0,  x = 0

Έστω  Κ (

im im
 




 


f (x) = x,  x [0 , + )

Γ2. 
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2

2

x , x )  τυχαίο σημείο της  C .

3     (ΑK) = (x  - x )  + (y  - y )  = x -  + ( x  - 0)  
2

9 9             = x  - 3x +  + x  = x  - 2x +  = d (x),  x 0
4 4

9x  - 2x + 9     d΄(x) = x  - 2x +  =  
4

 
 
 



 
 
  2 2

x - 14  = ,  x 0
9 92 x  - 2x + x  - 2x + 
4 4
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x 0                 1              + 
d΄(x)  - + 

d (x)    

                                                                                         ολ.ελ.             

 

      

1 1 -1Για  x > 0  είναι  f΄(x) = x ΄ =   και  f΄΄(x) = ΄ = 
2 x 2 x 4x x

      

 
 
 

H απόσταση  d (x)  γίνεται ελάχιστη όταν  x = 1,
      δηλαδή όταν το σημείο  Κ  ταυτίζεται με το σημείο  Μ (1 , 1).

Γ3. 

f(ε) : εφαπτομένη της  C   στο σημείο  Μ (1 , 1)
1 1 1      (ε) : y - f (1) = f΄(1)(x - 1)  (ε) : y - 1 = (x - 1)  (ε) : y = x +
2 2 2

     Είναι  f΄΄(x) < 0,  για κάθε  x > 0,  άρα η  f  είναι κοίλη στο  (

 

f
y=0

0 , + )
     και η  C   βρίσκεται κάτω από την  (ε)  με εξαίρεση το σημείο επαφής  Μ.

1 1 1 1     Eπίσης  y = x +   x +  = 0    x + 1 = 0    x = -1,
2 2 2 2

     άρα η  (ε)  τέμνει τον άξονα  x΄x  στο σημ
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1 0 0
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0

0

είο  Β (-1 , 0).

1 1     Ε = (ΜΒΓ) - Ε  = (ΒΓ) (ΜΓ) - x  dx = 2 1 - x  dx
2 2

x 2 2        = 1 -  = 1 - x  = 1 -  = 3 3 3
2

   

 
   
     
 

 

1 τ.μ.
3
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1 2 1 2 1 2
(+)

1 1

Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = f (x) - g (x) = x  - g (x), x 0 

      0 x  < x   x  < x   (3)

      0 x  < x   g (x ) > g (x )   -g (x ) < -g (x )  (4)

      (3), (4)  x  - g (x ) > 





 

  



Γ4. 

2 2 1 2x  - g (x )   h (x ) < h (x )  
      άρα η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  [0 , + )
      και η εξίσωση  h (x) = 0  έχει μια το πολύ ρίζα   (5)

       h  συνεχής στο  [0 , 1]  ως διαφορά συνεχών
      








0

0

 h (0) = - g (0) < 0,  αφού  0 < g (0) < 1 
          h (1) = 1 - g (1) > 0,  αφού  0 < g (1) < 1  
      από  Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  x (0 , 1),  
      τέτοιο ώστε  h (x ) = 0  (6)
      (5



 ), (6)     h (x) = 0  και η ισοδύναμή της  
      .



0

η εξίσωση f (x) = g (x)
έχει μοναδική ρίζα  x , η οποία ανήκει στο διάστημα  (0 , 1)

 
ΘΕΜΑ Δ 

3 3 2 3 2

2 2 2

2 2 3

2 2

4 3 2 4 3

2

x (x )΄ (3x  - 3x + 1) - x (3x  - 3x + 1)΄f΄(x) =  = 
3x  - 3x + 1 (3x  - 3x + 1)

3x (3x  - 3x + 1) - x (6x - 3)             =  
(3x  - 3x + 1)

9x - 9x  + 3x  - 6x  + 3x             = 
(3x

   
 
 

 

Δ1. 

4 3 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3x - 6x  + 3x =  
 - 3x + 1) (3x  - 3x + 1)

3x (x - 2x + 1) 3x (x - 1)             =  = 0
(3x  - 3x + 1) (3x  - 3x + 1)

       και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0  ή  x = 1
       άρα 

 


η  f  είναι γνη .σίως αύξουσα στο  IR
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3 3

2 2

3 2 3

2 2

3

x (1 - x)f (x) + f (1 - x) =  +  
3x  - 3x + 1 3(1 - x)  - 3(1 - x) + 1

x 1 - 3x + 3x  - x                             =  +  
3x  - 3x + 1 3(1 - 2x + x ) - 3 + 3x + 1

x                              

 

=

Δ2. 

2 3

2 2

3 2 3

2 2

3 2 3

2

1 - 3x + 3x  - x + 
3x  - 3x + 1 3 - 6x + 3x  - 3 + 3x + 1

x 1 - 3x + 3x  - x                             =  + 
3x  - 3x + 1 3x  - 3x + 1
x  + 1 - 3x + 3x  - x                             =  

3x  - 3x + 1
2

2
3x  - 3x + 1                             =  = 1
3x  - 3x + 1

      Επομένως  .

      Eίναι  f (0) = 0  και επειδή  f  γνησίως αύξουσα στο  IR
      η  f  έχει μοναδική

f (x) + f (1 - x) = 1, για κάθε  x IR 

3 1

2 0

 ρίζα την  x = 0.
      Αναζητώ το πρόσημο της  f  στο διάστημα  [0 , 1]

x      Είναι f (x) = 0,  στο  [0 , 1],  άρα  Ε = f (x) dx 
3x  - 3x + 1

      Είναι  f (x) + f (1 - x) = 1  άρα 

      f (x

 

 

) + 

 

 

 

1 1

0 0
1 1 1

00 0
0

1
1

0

f (1 - x)  dx = 1 dx  

      f (x) dx +  f (1 - x) dx = x   

     Ε +  f (u) (-du) = 1  

     Ε +  f (u) du = 1  

     Ε +  E = 1    
     2E = 1    

     












 
 




1E =  τ.μ.
2  

Θέτουμε  u = 1 - x 
du = -dx  ή  dx = -du 
για  x = 0    u = 1 
για  x = 1    u = 0 
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f(x)
2 2

f(x) 0

1 2

0

0 x 1    f (0) f (x) f (1)    0 f (x) 1

      0 f (x) 1    f (x) f (x)    2f (x) 2f (x)

      και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0  και  x = 1

      Επομένως  2f (x) dx < 2f (x) d







       

     



Δ3. 

1 1 12

0 0 0

1 12 2

0 0

2 2 συνx - ημx

2

x   2f (x) dx < 2 f (x) dx 

1      2f (x) dx < 2E    2f (x) dx < 2    
2

πΓια  x 0 ,  :
2

      f (ημ x) + f (συν x) = f (εφx e )   

      f (ημ x) + f 

 

  

  
 

 

  

  
1 2
0
2f (x) dx < 1

Δ4. 

συνx
2

ημx

συνx συνx f 

ημx ημx f 1-1

συνx ημx συνx

ημx

ημx e(1 - ημ x) = f    
συνx e

e ημx e ημx      1 = f     f (1) = f    
συνx e συνx e

e ημx e e      1 =     =  (1)
συνx e ημx συνx

Θεωρούμε τ

       



   
 

         
   

 

Δ2

x

x x x x x x

2 2 2

eη συνάρτηση  g,  με  g (x) = ,  x (0 , 1)
x

e (e ) x - e (x)΄ e x - e e (x - 1)g΄(x) =  =  =  =  < 0
x x x x

άρα η  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0 , 1)

      (1)    g (ημx) = g (συνx),  με 

΄



     
 
 

  0 < ημx < 1  και  0 < συνx < 1,
π      αφού  x 0 ,   και  g  "1-1"  ως γνησίως φθίνουσα,
2

ημx π      άρα  ημx = συνx     = 1   εφx = εφ
συνx 4

π      και επειδή  x 0 ,   θα είναι  .
2

  
 

 

  
 

πx = 
4  


