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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 111 
A2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 140 
A3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 128 
A4. α. Λάθος,    β. Λάθος,     γ. Λάθος,    δ. Λάθος,     ε. Σωστό.   
 
ΘΕΜΑ Β 

f g fog

2 2 2

2

2

 D  = D  = IR,  άρα  D  = IR.

      (fog) (x) = f (g (x)) = f (x + β) = (x + β)  + α = x  + 2βx + (α + β )
      (fog) (x) = x  - 2x
      Από ισότητα πολυωνύμων έχουμε:

2β = -2 β
       

α + β  = 0





Β1.

2

 = -1 β = -1
 

α  = -1α + (-1)  = 0

     Επομένως  

 f : f (-1) = f (1) = 0,  άρα .

     g : g΄(x) = 1 > 0, για κάθε  x IR,  άρα η  g  είναι γν. αύξουσα στο  ΙR

     ά

  




α = β = - 1

B2. η  f  δεν είναι  1- 1

  -1gx - x +

ρα ,  άρα η  g  αντιστρέφεται

     g (IR) = g (x) , g (x)  = (-  , + ) = IR = D

    y = g (x)    y = x - 1    x = y + 1,  άρα

    

   
 

 

-1

η  g  είναι  1- 1

g (x) = x + 1, x IR

 im im
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-1 -1fg g of

-1 -1 -1 2 2

 D  = D  = IR,  άρα  D  = IR.

      (g of) (x) = g (f (x)) = g (x  - 1) = x  - 1

Β3.

 + 1 2

-1 2

 = x 0

      άρα  

      φ (x) = (g of) (x) = x  = x , x IR







-1 2(g of) (x) = x , x IR

 
 

-

-

2

2

2

πx 1

x 1

f (x) + 2 h (x) g (x) + 2,  x [0 , 1]  
         x  - 1 + 2 h (x) x - 1 + 2,  x [0 , 1]  

         x  + 1 h (x) x + 1,  x [0 , 1]
         (x  + 1) = 2

         (x + 1) = 2




   

   

   
 



Β4. i) 





im

im

   
x 1

κριτήριο

αρεμβολής x 1

θέτω  h (x) = u

2 2 2x 1 h (x) = 2 u 2 u 2

 h (x) = 2

         Eπομένως  

u + 7  - 3 u + 7  + 3h (x) + 7  - 3 u + 7  - 3       =    = 
h (x) - 4 u  - 4 (u  - 4) u + 





  

-

x 1
h (x) = 2

ii) 






  
im

im

im

im im im
 

 
 

2

2u 2 u 2

7 +3

u + 7  - 9 u - 2                           =  = 
(u  - 4) u + 7  + 3 

 im im
(u - 2)  

   u 2

(u + 2) u + 7  + 3

1 1 1                           =  =  =  = 
4 6(u + 2) u + 7  + 3 (2 + 2) 2 + 7  + 3 

1
24

im  
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ΘΕΜΑ Γ 
3 2

f 0 0
3 2

0 0 0 0 0 0
3 2 3

0 0 0

f΄(x) = (x )΄ = 3x , x IR
     ε : η εφαπτομένη της  C   στο σημείο  Α (x  , f (x )) 
     ε : y - f (x ) = f΄(x ) (x - x )   ε : y - x  = 3x (x - x )  
     ε : y - x  = 3x x - 3x    ε : y



   

 

Γ1. 

2 3
0 0

3

2 3 2 3
0 0 0 0

3 2 2 2
0 0 0 0 0

0

 = 3x x - 2x

     f (-2) = (-2)  = -8,  άρα  Ν (-2 , -8)
     Ν (-2 , -8) (ε)   -8 = 3x (-2) - 2x    -8 = -6x  - 2x   
     2x  + 6x  - 8 = 0    2(x  - 1)(x  + 4x  + 4) = 0   
     2(x  



    

 
2

0 0 0 0 0

3 2
0

1

- 1)(x  + 2)  = 0   x  - 1 = 0  ή  x  + 2 = 0   x  = 1  ή  x  = -2

     άρα 

     x  = 1 :  f (1) = 1  = 1  και  f΄(1) = 3 1  = 3 

        ε  

 

 

fυπάρχουν δύο εφαπτομένες της  C   που διέρχονται από το  Ν

1

3 2
0

2 2

: y - f (1) = f΄(1) (x - 1)  ε  : y - 1 = 3 (x - 1)   

     x  = -2 : f (-2) = (-2)  = -8  και  f΄(-2) = 3 (-2)  = 12 

        ε : y - f (-2) = f΄(-2) (x + 2)  ε : y + 8 = 12 (x + 2) 

   

 

  

1ε  : y = 3x - 2

ε ζ

f

 

ζ // ε    λ  = λ  = 3
     M (0 , α) ζ
      ζ : y - α = 3 (x - 0)   ζ : y - α = 3x   ζ : y = 3x + α

      Για να βρούμε τα κοινά σημεία της  (ζ)  με τη  C   λύνουμε την εξίσωση






  

2ε  : y = 12x + 16

Γ2. 

      f (x) = 3x + α    f (x) - 3x - α = 0

     Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση  f (x) - 3x - α = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα 
     στο διάστημα  (-1 , 1).


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3

3

     Θεωρούμε τη συνάρτηση  g,  με  g (x) = f (x) - 3x - α = x  - 3x - α, x [-1 , 1]
       g  συνεχής στο  [-1 , 1]  ως πολυωνυμική
       g (-1) = (-1)  - 3 (-1) - α = -1 + 3 - α = 2 - α > 0,  διότι




 
3

0 0

3

  -2 < α < 2
          g (1) = 1  - 3 1 - α = 1 - 3 - α = -2 - α > 0,  διότι  -2 < α < 2
     από  
     υπάρχει ένα τουλάχιστον  x (-1 , 1),  τέτοιο ώστε  g (x ) = 0

    Είναι  g΄(x) = (x  - 3




Θ. Bolzano

2

0

x - α)΄ = 3x  - 3 < 0,  για κάθε  x (-1 , 1)
    άρα η  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (-1 , 1)
    και το  x   είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης  g (x) = 0  στο  (-1 , 1).
 

    



Επομένως ανάμεσα στις ευθε

3

2

0

 

 y (t) = x (t),  -2 x (t) 0
      y΄(t) = 3 x (t) x΄(t),  -2 x (t) 0
     Tη χρονική στιγμή  t   που ο ρυθμός μεταβολής 

 

   

f

ίες  x = - 1  και  x = 1   
υπάρχει ακριβώς ένα σημείο τομής της  (ζ)  με τη  C .

Γ3.

0x΄(t ) > 0
2

0 0 0 0 0
-2 x (t) 0

2
0 0

της τεταγμένης 
     είναι τριπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης ισχύει

     y΄(t ) = 3 x΄(t )    3 x (t ) x΄(t ) = 3 x΄(t )   

     x (t ) = 1    x (t ) = -1  και   
     

 

     


3 3

0 0y (t ) = x (t ) = (-1)  = -1

     1Eπομένως στο σημείο  Μ (-1 , - 1)  ο ρυθμός μεταβολής της 
τεταγμένης είναι τριπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης.
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ΘΕΜΑ Δ 

   

3 2 πf (x) συν x + f΄(x) συν x ημx - 1 = 0,  για κάθε  x 0 ,   (1)
2

π      Για  x 0 ,   είναι :
2

      g΄(x) = f (x) ημx - εφx  = f (x) ημx  - (εφx)΄ 

              = f΄(x) ημx + f (x) (ημx)΄

     
 

  
 

  

 

Δ1. 

2

2

2 3 ( )

2 2

1 - 
συν x

1              = f΄(x) ημx + f (x) συνx - 
συν x

f΄(x) ημx συν x + f (x) συν x - 1 0              =  =   = 0
συν x συν x

       άρα 

π π      g  = f 
3 3

 

  

 
 
 

  
  
  

1

πη  g  είναι σταθερή στο  0 , 
2

 

 

6+2 3 3π π 6+2 3 3ημ  - εφ  =  - 3  =  - 3
3 3 3 2 6

6 3 + 16 3 + 6                  =  - 3 =  - 3 = 3
6 6

  


 + 1 - 3

ημx > 0

 = 1

π     Επομένως για κάθε  x 0 ,   είναι  g (x) = 1.
2

      g (x) = 1  f (x) ημx - εφx = 1  f (x) ημx = 1 + εφx    
ημx ημx1 + 1 + εφx 1 1συνx συνx      f (x) =  =  =  +  = ημxημx ημx ημx ημ

1

  
 

    

ημx
 + 

x ημx συνx

     άρα  



  
 

1 1 πf (x) =  + ,  x 0 , 
ημx συνx 2
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2 2 2 2

3 3

2 2 2 2 2

1 1 1 1f΄(x) =  +  =   +   
ημx συνx ημx συνx

1 1 συνx -ημx              = - (ημx)΄ - (συνx)΄  = -  -   
ημ x συν x ημ x συν x
ημx συνx ημ x συν x              =  -  =  - 

συν x ημ x ημ x συν x ημ

       
         

 



Δ2. 

2

3 3 2 2

2 2 2 2

2 2

 
x συν x

ημ x - συν x (ημx - συνx) (ημ x + ημx συνx + συν x)             =  = 
ημ x συν x ημ x συν x

1 + ημx συνx π              = (ημx - συνx) , x 0 , 
ημ x συν x 2

       f΄(x) 0  

  

1 + (ημx - συνx)  η



 
 

      

  
ημx > 0

συνx > 0

εφxσυνx 

2

0

2

> 

0    ημx - συνx 0  

ημx π π      ημx συνx    1  

μx συνx
ημ

 εφx

x συν x

εφ    x
συνx 4 4






   

      

θετικός


 

 

x 0                π
4

              π
2

 

f΄(x)  - + 

f (x)    

                                                                                         ολ.ελ.             
π 1 1 1 1 2 2       f  =  +  =  +  =  +  = 2 + 2 = 2 2π π4 2 2 2 2ημ συν

4 4 2 2

         

 
 
 

 
 
 

π πΗ  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x =   την τιμή f  = 2 2
4 4
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+ + +

+

1 1

x 0 x 0 x 0

x 0 x

π Δ  = 0 ,  : Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ
4

1 1 1         f (x) =  +  = + ,  διότι  = 1  και
ημx συνx συνx

1             = + ,  αφού  
ημx

  



   
 

   
 



Δ3. 

   

 

im im im

im im
+0

f  συνεχής

πx
4

1

1 1

πημx = 0  και  ημx > 0  στο  0 , 
4

π         f (x) =  f  = 2 2
4

         Άρα  f (Δ ) = (2 2 , + )

         Είναι  3 2 f (Δ )  και  f  γνησίως φθίνουσα στο  Δ ,  άρα

         







 
 
 

 
 
 





 im

- -

1 1 1

2 2

π πx x
2 2

υπάρχει μοναδικό  ρ Δ   τέτοιο ώστε  f (ρ ) = 3 2

π π       Δ  =  ,  : Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ
4 2

π         f  = 2 2
4

1 1         f (x) =  + 
ημx συνx 



   
 
 
 







  im im
-

- -

πx
2

π πx x
2 2

2

2

1 = + ,  διότι  = 1  και
ημx

1 π π             = + ,  αφού  συνx = 0  και  συνx > 0  στο   , 
συνx 4 2

         Άρα  f (Δ ) = [2 2 , + )

        Είναι  3 2 f (Δ )  και  f  γνησίω



 

 


   
 







 

im

im im

2

2 2 2

ς αύξουσα στο  Δ ,  άρα

        υπάρχει μοναδικό  ρ Δ   τέτοιο ώστε  f (ρ ) = 3 2

    



 
 
 

1 2 1 2

πΕπομένως η εξίσωση  f (x) = 3 2  στο διάστημα  0 ,    
2

έχει ακριβώς δύο ρίζες  ρ , ρ   με  ρ  < ρ .



        ~σελίδα  8 από  8 ~ 

 

ΝΕΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 

2

2

2

2

π Η  f  είναι συνεχής στο   , ρ
4

π       Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο   , ρ
4

       από  Θ.Μ.Τ.
π      υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ  , ρ ,  τέτοιο ώστε
4

πf (ρ ) - f 
4      f΄(ξ) = 

    
   
 

  
 

Δ4. 

2 2 2

2 2 2 2

3 2

4

3 2 - 2 2 2 =  =   π π πρ  - ρ  - ρ  - 
4 4 4

π      Για  x 0 ,  έχουμε :
2

ημx συνx ημx συνx     f΄΄(x) =  -  =  -  
συν x ημ x συν x ημ x

συν x + 2ημ xσυνx -ημ             =  - 
συν x

 
 
 

  
 

     
        

(2)

3 2

4

2 2 2 2

3 3

x - 2ημxσυν x
ημ x

συν x + 2ημ x ημ x + 2συν x π             =  +  > 0,  για  x 0 , 
συν x ημ x 2

π     αφού  ημx > 0  και  συνx > 0,  για κάθε  x 0 , 
2

     Άρα η  f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο  0

  
 

  
 

 

2
πρ >(2)f΄ 4

2 2 2

2

2
2 2 2

π , .
2

π π 2      < ξ < ρ  <     f΄(ξ) < f΄(ρ )     < f΄(ρ )    π4 2 ρ  - 
4

4ρ  - ππ     2 < f΄(ρ ) ρ  -     2 < f΄(ρ )     
4 4

    4





 
 
 

  

     
 



4

2 22 < f΄(ρ ) 4ρ  - π

 

 


