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ΤΕΤΑΡΤΗ  17  ΙΟΥΝΙΟΥ 2020  
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
 

ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 111   
A2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 104 
A3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 74 
Α4. α. Ψ   

 β. Αντιπαράδειγμα : Αν  f (x) = x  και  x0 = 0, τότε : 

  
   
   

0 0x x x 0 x x x 0

1 1f (x) = x = 0,  όμως   =   δεν υπάρχει.
f (x) x

im im im im   

A5. α. Σωστό,           β. Σωστό,  γ. Λάθος. 
 
ΘΕΜΑ Β 

   
 
 




2

2 2 2

3x + 1 (3x + 1)΄ (x - 3) - (x - 3)΄ (3x + 1) f΄(x) =  =   
x - 3 (x - 3)

3 (x - 3) - (3x + 1) 3x - 9 - 3x - 1 -10             =  =  = 
(x - 3) (x - 3) (x - 3)

      Eίναι  f΄(x) < 0,  για κάθε  x

Β1.

     

 


  



x - x - x -

1 1

3,  άρα
      .
       Δ  = (-  , 3) : H  f  είναι συνεχής και γν. φθίνουσα στο  Δ   

          

η  f  είναι γνη

3x + 1 3xf (x) =

σίως φθίνουσα στα  (-  , 3)  κ

  =  =
x -

αι  (3 ,

 

)

3

 +

 
x

im im im





 

    









 



-

-

-

-

x 3

3

1

x

3

3

x

x

(3x+1) = 10 > 0
διότι  1  = -

x - 3

 

 3

1            

    

f (

   

x) = (3x+1

Άρα  f

)  = - ,
x-3

 (Δ ) =  (-  , 3)

im i
im

m
im  
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 



 




 









 















+ +

+

+

x 3 x 3

2

x

+

x

x

2

3

3

       Δ  = (3 , + ) : 
(3x+1) = 10 > 0

διότι1           f 

H  f  είναι συνεχής και γν. φθίνουσα στο  Δ  

  1  = +
(x) = (3x+1)  = + ,

x-3

          

x - 3

 

 

f 

 

 

im im

im

im

im

   







 
x +

2

+

1 2

x

         
      Είναι  f (Δ )  f (Δ )  = ,  άρα η  f  είναι  1-

3x + 1 3x(x) =  =  = 3
x - 

επομένως 
1

. 

Άρα  f (Δ ) = (3
3

 
x

, +

     

)

im im

η  f  αντιστρέφεται στο  ΙR - {3}

 

 

  

 





  -1 1 2f

3x + 1 Για  x, y ΙR - {3}  έχουμε : y = f (x)    y =     
x - 3

      xy - 3y

 D  = f (A) = f (Δ ) f (

 = 3x + 1 xy - 3

Δ ) = (-  , 3) (3 , + ) = ΙR -

x = 3y + 1   x(y - 3) = 

 {3}

   

3y + 1

  

  x = 

Β2.



-1
-1

f f

     

3x + 1     D  = D  = ΙR - {3}  και  f

3y + 1
y - 

 (x) = f (x)  άρα  

επομέ

= , 
x - 3

.

3

νως  -1

-1

3x + 1f (x) = , x ΙR -

f =

 {

 

3}
x  

f

 - 3

 


-1f = f

-1 Για κάθε  x ΙR - {3}  είναι :  (fof) (x) = f (f (x)) =  f (f (x)) = x Β3.  
 

 
 

 

    

     

 
 
 

 

 

1 1x - x -
3 3

1 1x - x -
3

1 1 ημ   1   f (x) ημ   f (x)    
3x + 1 3x + 1

1 1      f (x) ημ   f (x)    - f (x)   f (x) ημ   f (x)
3x + 1 3x + 1

3x + 1       - f (x)  = -  = 0
x - 3

       f (x)  = 

im im

im im

Β4.









   







κριτήριο

παρεμβολής

3

3x + 1  = 0
x - 3

  im
1x -
3

1f (x) ημ  = 0
3x + 1
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ΘΕΜΑ  Γ 
 

f

x +

3

2x + x + x +

      Για  λ 0  και  λ  1

         

H  C   έχει οριζόντια εφαπτομένη στο  +   τη

(λ - 1)x (λ - 1)x 

άτο

ν  y = 1,  
     άρα   f (x

      

f (x) =  =  = +   ή  -
λx

   π
λ

) = 1

im im

im

im
    







  

 

Γ1. 

  



3
3

x + x + x +

2

2x + x +

x +

x +

-x  - 1 f (x) =  = (-x ) = - ,  
1

x  - 1 f (x)

ο διότι   f (x) = 1

άτοπο 

 

      Για  λ

διότι   f (x) = 1 

 = 0

         

      Για  λ = 1

  =  =
x  + 1

        

im

imim im im

im im

     

  







 









  

 
2

2x +

    Επομέ

x  

νως

= 1

  

x

 . 

im
 

λ = 1



 

 
2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 3 3

2 2

x  - 1Για  λ = 1  είναι :  f (x) = , x IR
x  + 1

x  - 1 (x  - 1)΄ (x  + 1) - (x  + 1)΄ (x  - 1)     f΄(x) =  = 
x  + 1 (x  + 1)

2x (x  + 1) - 2x (x  - 1) 2x  + 2x - 2x              =  = 
(x  + 1)



   
 
 

 

Γ2. 

2 2

2 2

- 2x  
(x  + 1)

4x            = 
(x  + 1)
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x -                        0                      + 
f΄(x) - + 
f (x)   

                                                           ολ. ελ. 
 
       H  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x = 0, την τιμή  f (0) = -1 
 

3

2
3

2 23 3

H  g  είναι συνεχής στο  [0 , + )  ως ά
1 4x 3xΓια  x 

 Θεωρούμε συνάρτηση  g,  με  g (x) = f (x) + x ,  x 0
 

> 0 :  g΄(x) = f΄(x) + (x )΄ =  +  > 0
(x  + 1)2 x

θροισμα συνεχών

2 x
 άρα 

     

      

 η    




Γ3.

       g  συνεχής στο  [0 , 1]
       g (0) 

  g  είναι γνησίως αύ

= f (0) = -1 < 0 
    

ξου

 

σα 

   

στο  [

   g (1) = f (1)

0 , + )



 - -
0 0

0

3
0x x

0

0

x x

g

0

και επειδή  g  γνησίως αύξουσα το  x   είναι μοναδι
από υπάρχει x (0 , 1) :  g (x ) = 0

       Για  x < x  

κό

f (x) + x   =

 + 1 = 

 g (

θ.

x)

1 > 0
 

 = g (

 Bolzan

x ) = 

 

0

       
      .

 

o

 im im
 





Γ4.  

-
0

3
 

3x x

 g (x) < g (x0)   f (x) + x  < 0

     1 Eπομένως   = -
f (x) + x

  im







  
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ΘΕΜΑ  Δ 

Λ

Δ

  :

     

     Αν  ΑΚ  είναι το ύψος του  ΑΒΓ,  τότε  ΒΟΚ  = θ
     και  Θεωρούμε  OΚ = x,  BΚ = Κ = y.Κ Μ. 

      Στο ορθογ
ΒΚ y      ημθ = 

ώνιο  ΟΚΒ

 =  = y  και
Ο

  ε

1

 :

Β

ίναι

  
 



oς

πΔ1. Αν  θ 0 , 

1  τρό
2

πος

  

ΟΚ x      συνθ =  =  = x 

1 1      (ABΓ) =

ΟΒ 1

 ΒΓ ΑΚ = 
2 2
  2

Λ

Λ

Λ Λ

Είναι  ΒOΓ  = 2θ  και 

y (1 + x) = (1 + x) y

    

  

    ΑOΒ  =  ΑOΓ  = 

  άρα  

     

1      (AΟΓ) = (AΟB) = ΟΑ ΟΒ ημΑOΒ  
2

            

π - θ

     

      

    

.

 

    






 

oς

πΕ (θ) = (1 + συν

2  τρόπος

θ) ημθ,  θ 0 , 
2

Λ

ημ2θ 2ημθσυνθ

1 1 = 1 1 ημ(π - θ) = ημθ
2 2
1      (ΒΟΓ) = ΟΑ ΟΒ ημΒOΓ   
2
1 1                = 1 1  =  = ημθ

1 1      (ABΓ) = (AΟB) + (AΟΓ) + (ΒΟΓ) = ημθ + ημθ + ημθ συνθ 
2 2

        

συ

  

ν

      = ημθ 

θ
2

+ η

2

 

  

  

  



 

μθ συνθ

      άρα  



    
 

πΕ (θ) = (1 + συνθ) ημθ,  θ 0 , 
2
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      =  :

1 1     (ABΓ) = ΒΓ ΑΟ = 
2 2
 

πΑν  θ
2

2

 

 

1 = 1  και

π π π     Ε  = 1 + συν ημ  = 1 + 0 1 = 1,  άρα
2 2 2

π    ισχύει ο τύπος  Ε (θ) = 1 + 

Θεωρούμε  OΚ = x,  BΚ = ΚΓ = y.

συνθ ημθ,  για  θ = 
2

     

     
     

 



        
   



  
 

oς

πΑν  θ  , π

1  τρόπο

 :
2
ς

Δ

ΒΚ y      ημ(π - θ) =    ημθ =  = y  και  
ΟΒ 1
ΟΚ x      συν(π - θ) =   -συνθ =   

     Στο ορ

 συνθ = -

θογώνιο  ΟΚΒ   είναι :

1 1      (ABΓ) = ΒΓ ΑΚ = 
2 2

x 
ΟΒ 1



 

  2

Λ

Λ

Λ Λ
Είναι  ΒOΓ  = 2π - 2θ 

y (1 - x) = (1 - x) y

      ά

 και    ΑOΒ  =  ΑOΓ  = π

ρα  

  

 - θ.

   

          
1 1      (AΟΓ) = (AΟB) = ΟΑ ΟΒ ημΑOΒ = 1 1 η  
2 2

 

μ(π

 



   

   

 



oς

πΕ (θ) = (1 + συνθ) ημθ,  θ  , π

2  τρ ς
2

όπο

Λ

1- θ) = ημθ
2

1 1 1 1      (ΒΟΓ) = ΟΑ ΟΒ ημΒOΓ  = 1 1 ημ(2π-2θ)  = ημ(-2θ)  = -  
2 2 2 2
1              

1      (ABΓ) = (AΟB) + (AΟΓ) - (Β

   = -  = -η

ΟΓ) = 

ημ2

2 ημθ - (-ημθ συνθ) = ημθ + ημ
2

θ

2ημθσυ μθ συνθ
2

νθ

     









 

θ συνθ

      άρα  



   
 

πΕ (θ) = (1 + συνθ) ημθ,  θ  , π
2
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2 2

2 2

2

Ε΄(θ) = (1 + συνθ)΄ ημθ + (1 + συνθ) (ημθ)΄ 
              = -ημθ ημθ + (1 + συνθ) συνθ 
              = -ημ θ + συνθ + συν θ
              = -(1 - συν θ) + συνθ + συν θ 
              = -1 + συν θ + 

 
 

Δ2. 

2

1 2

2

2

2

Το τριώνυμο  2ω  + ω - 1 έχει  Δ = 9  και

συν

1              ρίζες  ω  = -1  και  ω  = ,  άρα
2

12ω  + ω - 1 = 2 (ω + 1

θ + συν θ
              = 2συν θ + συνθ - 1 

              = 2 (συνθ + 

) ω - 

1

2

)

  



 
 

θ

0 < θ < π

συνx

στο (0 , π)

1 π π     Ε΄(θ) = 0  συνθ =   συνθ = συν    θ = 
2 3 3
1 π π     Ε΄(θ) > 0  συνθ >   συνθ > συν

1συν

   θ <  

θ -

2

2

3

 

3



   


 



  



ετικός


 

 

θ 0                         π
3

                      π 

Ε΄(θ) + - 
Ε (θ)   

 

Το εμβαδόν μεγιστοποιείται όταν  .πθ = 
3  
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 

 

+ +

- -

1

1

θ 0 θ 0

π πθ θ
3 3

π  Δ  = 0 , 
3

          Η  Ε  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ
          Ε (θ) =  ημθ (1 + συνθ)  = 0

3 1          Ε (θ) =  ημθ (1 + συνθ)  = 1 +  
2 2

 

 

 
 
 



    
 

Δ3.  

 

 

im im

im im

1

2

1 1

1 1 1

3          Ε (Δ )  και  Ε  γνησίως αύξουσα  στο  Δ ,  άρα
4

3          υπάρχει μοναδικό  θ Δ ,  τέτοιο 

3 3= 
4

3 3          άρα  Ε 

ώστε  Ε (θ ) =  

(Δ ) = 0 , 
4

π       Δ  =  , π
3

       

 
4

  





 
 
 

 
 

(1)



 
- -

2

θ π θ π

2

2

 Η  Ε  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ

π 3 1 3 3          Ε  = 1 +  = 
3 2 2 4

          Ε (θ) =  ημθ (1 + συνθ)  = 0

3 3          άρα  Ε (Δ ) =

3     

 0 , 

     Ε (Δ )
4

4

 

      
   





 
 
 

 im im

2

2 2 2

  και  Ε  γνησίως φθίνουσα  στο  Δ ,  άρα

3          υπάρχει μοναδικό  θ Δ ,  τέτοιο ώστε  Ε (θ ) =   
4

      Από  (1)  και  (2)  



1 2

1 2

υπάρχουν ακριβώς δύο γωνίες  θ , θ   με  
π    

(2)

  0 < θ  <  < θ  < π,
3 1 2

3  ώστε  Ε (θ ) = Ε (θ ) = 
4
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1 2 1 2

1 2

1

1

1

π  H ζητούμενη σχέση ισχύει για  ξ  = ξ  =   (δεν ζητείται  ξ ξ )
3

       Για  ξ ξ  :
π       Ε  συνεχής στο  θ  , 
3

π       Ε  παραγωγίσιμη στο  θ  , 
3

   από Θ.Μ.Τ.       υπάρχει  ξ





    
  







Δ4.

1

1

1 1 1 1

1

1 1 1 1

πθ  , , τέτοιο ώστε  
3

πΕ  - Ε (θ ) π π3       Ε΄(ξ ) =      - θ Ε΄(ξ ) = Ε  - Ε (θ )  π 3 3 - θ
3

π 3 3 3 π 3 3 - 3        - θ Ε΄(ξ ) =  -      - θ Ε΄(ξ ) =   
3 4

 

4 3 4

 

 
 
 

 
            

   

        
   

(3)

2

2

2 2

2

2 2

2

π από    υπάρχει  ξ  , θ , τέτοιο ώστε  
3

π     Ε  συνεχής στο   , θ
3

π 

π πΕ (θ ) - Ε Ε 
3 3       Ε΄(ξ ) =

Θ.Μ.

      Ε  παραγωγίσιμη στο   ,

     Ε΄(ξ ) =

Τ

 θ
3

 π

    

 

.

3

  

- θ

 

    
   

 
 

  
  
 

 


2

2

2 2 2 2 2

 - Ε (θ )
   π  - θ

3
π π π 3 3 - 3       - θ Ε΄(ξ ) = Ε  - Ε (θ )     - θ Ε΄(ξ
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