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ΘΕΜΑ Β 

2

f

2 2

 f΄(x) = [(x + α)  - 1]΄ = 2(x + α), x [-1 , + )
      Η κλίση της  C   στο σημείο με τετμημένη  0  είναι  2,  άρα

      f΄(0) = 2    2α = 2    

 Για  α = 1  είναι  f (x) = (x + 1)  - 1 = x

 

 

Β1.

α = 1

B2.
2

 + 2x, x [-1 , + )
     f΄(x) = (x  + 2x)΄ = 2x + 2, x [-1 , + )
     Eίναι  f΄(x) 0,  για κάθε  x -1  και το "=" ισχύει μόνο για  x = -1
     άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ΙR, άρα η  f  είναι  1-

 

 
 

 -1fx +
x -1

2 2

y -1

1,  

     άρα 

     f (A) = f (-1) , f (x)  = [-1 , + ) = D

    y = f (x)    y = (x + 1)  - 1    y + 1 = (x + 1)     

    y + 1 = x + 1    x = y + 1 - 1, y -1,  ά

 





 

  

 

η  f  αντιστρέφεται

im

ρα

-1    f (x) = x + 1 - 1, x -1
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-1 -1
2

gf og f

2 2

-1 -1 -1 2 2

 D  = {x D   και  g (x) D } = {x IR  και  x  - 1 -1} 

              = {x IR  και  x 0} = IR,  διότι  x 0  για κάθε  x IR.

      (f og) (x) = f (g (x)) = f (x  - 1) = x  - 1

   

   

Β3.

 + 1 2

-1

-1x -1 x -1

 - 1 = x  - 1

      άρα  .

f (x) + 1 x  + 1 - 1  =  
(f og) (x) 

-1(f og) (x) = x  - 1, x IR

Β4.  im im  + 1 x < 0

x -1 x -1

x -1

x  + 1 x  + 1 =   =  
x  - 1 -x - 1 -(x + 1)

x  + 1                             = 

 



 



im im

im
  2 x -1

x -1

-1 =  = ,  διότι
x  + 1- x  + 1

                            x  + 1 = 0  και  x  + 1 0









-



im

im

 

 
ΘΕΜΑ Γ 

Δ

2 2 2 2 2 2

Δ

Πυθαγόρειο θεώρημα στο  ΒΚΓ  :

     x  + y  = 2     y  = 4 - x     y = 4 - x  
     Eίναι :
      x > 0  και 

 άρα  x (0 , 2)
      στο ορθογώνιο  ΒΚΓ   είναι  ΒΓ < ΚΓ    x < 2

     (AΒΓΔ

 

  
  

Γ1. 

 (1) 

   

2

2 2 2 2

2 4
2 4

2

) = ΑΒ ΒΓ = 2xy    E (x) = 2x 4 - x , x (0 , 2)  

     E (x) = 2 x 4 - x , x (0 , 2)   E (x) = 2 x (4 - x ), x (0 , 2)  

     

4x  - x
f΄(x) = 2 4x  - x  =  2

2 4x

    

     






(1)

2 4E (x) = 2 4x  - x , x (0 , 2)

Γ2. 
3 2

4 2 4 2

2 2

x (0 , 2)

8x - 4x 4x (2 - x ) =  =  
 - x 4x  - x x 4 - x

4( 2 - x)( 2 + x) 4( 2 + x)             =  = ( 2 - x), x (0 , 2)
4 - x 4 - x

     Eίναι  f΄(x) 0     2  - x 0    -x - 2    x 2






 

      
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x  0               2                  2. 

f΄(x)  + -  

f (x)     

                                                                                      ολ.μεγ. 
             

 2

2 4

       Για  x = 2  είναι  y =  4 - 2  = 4 - 2 = 2

       

 Ε (x) = 2 3   2 4x  - x  = 2 3   

(1)

To εμβαδόν γίνεται μέγιστο, όταν  x = y = 2  δηλαδή όταν
το ορθογώνιο  ΑΒΓΔ  έχει πλευρές  2 cm  και  2 2 cm.

Γ3. 2 4

2 4 4 2 2 2

x>0
2 2 2 2

4x  - x  = 3  
      4x  - x  = 3  x  - 4x  + 3 = 0   (x  - 1)(x  - 3) = 0    

      x  - 1 = 0  ή  x  - 3 = 0   x  = 1  ή  x  = 3  

       που είναι δεκτές διότι  0 < 1 < 3 < 2



  

 

x = 1  ή  x = 3

Γ4 x

x x

2

 f (x) = [Ε (x) - 2 3] e , x (0 , 2)

      f΄(x) = Ε΄(x) e  + [Ε (x) - 2 3] e , x (0 , 2)

       f΄  συνεχής στο  [ 2 , 3]  ως πράξεις συνεχών

       f΄( 2) = Ε΄( 2) e

 

  



 

.

 2 2

3 3

 + [Ε ( 2) - 2 3] e  = 4 - 2 3 e  > 0

          f΄( 3) = Ε΄( 3) e  +  [Ε ( 3) - 2 3] e

 

  3

0 0

 = -4 e  < 0
     από  

     υπάρχει ένα τουλάχιστον  x ( 2 , 3),  τέτοιο ώστε  f΄(x ) = 0

     δηλαδή .





η  f  έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο  

Θ. Bolzan

( 2 , 3)

o
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ΘΕΜΑ Δ 

0

f συνεχής

στο  x =0 x 0 x 0

π π x f (x) = συνx - 1,  για κάθε  x -  , 
2 2

π π συνx - 1       Για  x -  , 0 0 ,   είναι  f (x) = 
2 2 x

συνx - 1       f (0) =  f (x) =  = 0 
x

       Άρα  

 

     
          



Δ1.

f 

 im im

 

π π Για  x -  , 0 0 ,   είναι :
2 2

συν(-x) - 1 συνx - 1 συνx - 1         f (-x) =  =  = -  = - f (x)
-x -x x

      f (0)

           


          



συνx - 1 π π,  x -  , 0 0 , 
(x) = x 2 2

          0 ,  x = 0

Δ2. 

 

π π-
2 2

π π-
2 2
π π- -
2 2

π π
2 2

η  f  είναι 

 = 0,  άρα  f (-0) = - f (0)
π π      Eπομένως  f (-x) = - f (x),  για κάθε  x -  , 
2 2

      I = f (x) dx = f (-u) (-du) 

        

περιττή

= - -f (u) du = f (u) du = 

    

 

 
π
2

π-
2

- f (u) du = - I

     I = - I    2I = 0   I = 0

     Eπομένως   

 




π
2
π-
2

I = f (x) dx = 0  

 

θέτω  x = -u
dx = - du

π π x = - u = 
2 2

π π x = u = -
2 2

 

 
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2

π πΓια  x -  , 0 0 ,   είναι  
2 2

συνx - 1 1 - συνx - x ημx      f΄(x) =  = 
x x

π π     Θεωρώ συνάρτηση  g,  με  g (x) = 1 - συνx - x ημx, x -  , 
2 2

     g΄(x) = (1 - συνx - x ημx)

         
  

 
 

     



Δ3. 

π πx -  , 
2 2

π π΄ = -x συνx, x -  , 
2 2

π     g΄(x) = 0   -x συνx = 0  x = 0  ή  συνx = 0   x = 0  ή  x = 
2

   

     

    
 

x π-
2                      

0                π
2

 

-x  + -  
συνx  + +  
g΄(x)  + -  

g (x)     

                                                                                          ολ.μεγ. 
             

g

g

       Η  g  παρουσιάζει ολικό μέγιστο για  x = 0  την τιμή  g (0) = 0
π π        - x < 0   g - g (x) < g (0)    1 - συνx - x ημx < 0
2 2

π π        0 < x    g g (x) < g (0)    1 - 
2 2





       
 

      
 

0

συνx - x ημx < 0

π π       Eίναι  f΄(x) < 0, για κάθε  x -  , 0 0 ,   άρα η  f  είναι γνησίως 
2 2

π π       φθίνουσα στα  -  , 0 , 0 ,   και  f  συνεχής στο  x  = 0.
2 2

       Επομένως  



         
   

     

η  
  

π π  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  -  , 
2 2
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x 0

π πEξίσωση  2020 συνx - x = 2020   ,  x -  , 
2 2

     Προφανής ρίζα το  0.

π π     Για  x -  , 0 0 , 
2 2

         (2)   2020συνx - 2020 = x    2020(συνx - 1) = x   
συνx        



     

         

  

Δ4. (2)





 - 1 1 1 =     f (x) = 
x 2020 2020

π π         H  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ = -  ,   άρα
2 2

π π 2 2         f (Δ) = f  , f -  = -  , 
2 2 π π

1         f (Δ)  και  
2020



 
  

      
            



0 0

f

0 0

f  γνησίως φθίνουσα στο  Δ,

1         άρα υπάρχει μοναδικό  x Δ, τέτοιο ώστε  f (x ) = .
2020

1     Eίναι  f (x ) =  > 0 = f (0)    x  < 0
2020

    







Επομένως η εξίσωση  2020 συνx - x = 2020  στο διάστημ

   
   0 0

α     
π π-  , έχει ακριβώς δύο ρίζες  x   και  0,   με  x  < 0.
2 2
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Η μεγαλύτερη ρίζα του  Δ4  είναι το  0, άρα  ρ = 0  και  F (0) = 0.
π π      Θα αποδείξουμε ότι  π F (x) 2 x ,  για κάθε  x -  , 
2 2

      Για  x = 0  ισχύει το  "=".  
π      Για  x -  , 0
2

       


  

Δ5. 

(3)

1

1

 

         Η  F  είναι παραγωγίσιμη στο  [x , 0],  με  F΄(x) = f (x) 
         από  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ (x , 0),  τέτοιο ώστε

F (0)
         F΄(ξ ) = 







1
1

1 1

f

1 1 1

f (ξ ) f (ξ ) > 0

1 1

 - F (x) -F (x) F (x)    f (ξ ) =    f (ξ ) =   
0 - x -x x

π π 2         -  < ξ  < 0    f -  > f (ξ ) > f (0)     > f (ξ ) > 0
2 2 π

F (x)F (x)         =  f (ξ )     = f (ξ )  
x x



 

   
 

 
(4)

(4)

2< 
π

2

F (x) 2  <     
x π

        π F (x)  < 2 x   
π      Για  x 0 ,  
2

         Η  F  είναι παραγωγίσιμη στο  [0 , x],  με  F΄(x) = f (x) 
         από  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ (0 , x), 



 

    



(5)

2

 τέτοιο ώστε

F (x) - F (0)
         F΄(ξ ) = 

2
1

2

f

2 2 2 2

2-f (ξ ) < f (ξ ) < 0 π

2 2

F (x)    f (ξ ) =   
x - 0 x

π π 2 2         0 < ξ  <     f (0) > f (ξ ) > f     0 > f (ξ ) > -   και  -f (ξ ) < 
2 2 π π

F (x) F (F (x)         =  f (ξ )     = -f (ξ )    
x x





   
 

 
(6)

(6)

x) 2 <     
x π

         π F (x)  < 2 x   

     Από  (3) , (5)  και  (7)  έχουμε       



 

       

(7)

π ππ F (x) 2 x ,  για κάθε  x -  , 
2 2

 


