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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 186 

Α2. Σχολικό σελ. 76 

Α3. Σχολικό σελ. 161 

Α4.  

α) Σ 

β) Σ 

γ) Λ 

δ) Λ 

ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 
 
Β. f: ℝ → ℝ με f(x) = 𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 9𝑥 − 3, 𝑎 ∈ ℝ 
 
B1. H f παρουσιάζει ακρότατο στο xo = 1, άρα f’(1) = 0 
H f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ ως πολυωνυμική  

Άρα ( ) 2f x 3x 2 x 9 = +  +  

f’(1) = 0 ⇔ 3∙ 12 + 2𝑎 ∙ 1 + 9 = 0 ⇔ 12 + 2𝑎 = 0 ⇔ 2𝑎 = −12 ⇔ 𝑎 = −
12

2
⇔ 𝑎 = 6 

‘Αρα ( ) 3 2f x x 6x 9x 3= − + −  

 
Β2. f’(x) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 9 

• ( ) ( )2 2f x 0 3x 12x 9 0 3 x 4x 3 0 x 1 =  − + =  − + =  = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 0 

Δ = 𝛽2 − 4𝛼𝛾 = (−4)2 − 4 ∙ 1 ∙ 3 = 16 − 12 = 4 > 0 

x1,2 = 
−𝛽±√𝛥

2𝛼
= 

−(−4)±√4

2∙1
=
4±2

2
      
𝑥1 = 3
𝑥2 = 1

 

• f’’ (x) = 6x – 12 



   f’’ (x) = 0 ⇔ 6 ∙ (x-2) = 0 ⇔ 𝑥 = 2 
 

 
 
 
 
 

6οΚ      (Π.1)                               Τομο 

                                                                            

                                                                        f(2)=-1 

 
f’’(x) > 0 ⇔ x-2>0⇔x>2           x    -∞      1      3      +∞ 
                                                   f(x)        +        -       + 
                                           
                                                   f’(x) >0 ⇔x<1 ή x>3 
 
Με βάση τον παραπάνω πίνακα (Π.1) έχουμε: 
 
f   στο (-∞, 1]      ⇒  η f στη θέση 1 παρουσιάζει Τομο ίσο με f(1) = 1, άρα f(x) ≤ 1 κοντά στο 1. 
f   στο [1,3]   
 
f   στο [1,3]         ⇒ η f στη θέση 3 παρουσιάζει Τοεο ίσο με φ(3) = 33 − 6 ∙ 32 + 9 ∙ 3 − 3 = 27 − 54 + 27 − 3 = −3 

f   στο [3, +∞) 
 
Άρα f(x) ≥ -3 κοντά στο 3 
 

* 
𝛥1 = (−∞,1]

𝑓 ↑ 𝜎𝜏𝜊 𝛥1
| ⇒ 𝑓(𝛥1) = ( lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥), 𝑓(1)] = (−∞, 1] 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 3) = lim
𝑥→−∞

(𝑥3) = (−∞)3 = −∞ 

 
𝑜 ∈ 𝑓(𝛥1)

𝑓 ↑ 𝜎𝜏𝜊 𝛥1
| ⇒ 𝛨 𝑓 𝜎𝜏𝜊 (−∞, 1) έ𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼, 

έστω ρ1 με ρ1 < 1 
Η f συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική 

 
𝑓(0) = −3

𝑓(1) = 1
| ⇒ 𝑓(0) ∙ 𝑓(1) = −3 ∙ 1 = −3 < 0  

𝛩.𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜
⇒          

∃𝜌1 ∈ (0,1): 𝑓(𝜌1) = 0

𝑓 ↑ 𝜎𝜏𝜊 (0,1]
| ⇒ 𝛨 𝜌1  𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜅𝛼𝜄 𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ή 

 

*
𝛥2 = [1,3]

𝑓 ↓ 𝜎𝜏𝜊𝛥2
| ⇒ 𝑓(𝛥2) = [𝑓(3), 𝑓(1)] = [−3,1]

𝑜 ∈ 𝑓(𝛥2)

𝑓 ↓ 𝜎𝜏𝜊𝛥2
| ⇒ 𝜂 𝑓 𝜎𝜏𝜊 (−3,1)έ𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼,  

 
έστω ρ2 με 1<ρ2<3 
 

x -∞           1                        2                       3                 +∞ 

f’’(x) - - + + 
f’(x) + - - + 
f(x)      



* 
𝛥3 = [3, +∞]

𝑓 ↑ 𝜎𝜏𝜊 𝛥3
| ⇒ 𝑓(𝛥3) = [𝑓(3), lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)) = [−3,+∞) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 3) = lim
𝑥→+∞

(𝑥3) = (+∞)3 = +∞ 

 
𝑜 ∈ 𝑓(𝛥3)

𝑓 ↓ 𝜎𝜏𝜊𝛥3
| ⇒ 𝜂 𝑓 έ𝜒𝜀𝜊 𝜎𝜏𝜊 (3, +∞), 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼, έ𝜎𝜏𝜔 𝜌3 𝜇𝜀 𝜌3 > 3 

 
 
Β3. Η f είναι κοίλη (↷) στο (-∞,2] 
       Η f είναι κυρτή (↺) στο [2,+∞) 
Άρα η f στη θέση 2 κάμπτεται και το σημείο καμπής είναι (2, f(2)) = (2,-1) 
 
B4. g(x) = x + f(x) 
Αφού οι εφαπτόμενες των Cf και Cg στο g τέμνονται πάνω στον ψ’ψ, τότε πρέπει να ισχύει : f(0) = g(0) 
Πράγματι: f(0) = -3 
                   g(0) =0 + f(0) = -3 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
(𝑒𝑥 · 𝜂𝜇𝑥) = 𝑒0 · 𝜂𝜇𝑥 = 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
√𝑥2 + 𝑥 = 0

} ⇒
 lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) =0

 𝑓(0) = 0  
} ⇒

   lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) =𝑓(0)

  Άρα f συνεχής στο    𝑥0 = 0.  
                                                                                                                   

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim
𝑥→0

𝑒𝑥·𝜂𝜇𝑥−0

𝑥
= lim
𝑥→0
[𝑒𝑥 ·

𝜂𝜇𝑥

𝑥
] = 𝑒0 · 1 = 1                    

 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim
𝑥→0+

√𝑥2+𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥·√1+
1

𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

√1+
1

𝑥
= +∞ 

Είναι lim
𝑥→0−

=
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
≠ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
  άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο xo=0. 

 

Γ2. Οριζόντιες – Πλάγιες 

  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥∙𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

 ∀𝑥 < 0 είναι |
𝑒𝑥∙𝜂𝜇𝑥

𝑥
| = |

𝑒𝑥

𝑥
∙ 𝜂𝜇𝑥| = |

𝑒𝑥

𝑥
| ∙ |𝜂𝜇𝑥| ≤ |

𝑒𝑥

𝑥
| =

−𝑒𝑥

𝑥
 

Δηλ. |
𝑒𝑥∙𝜂𝜇𝑥

𝑥
| ≤

−𝑒𝑥

𝑥
⇔

𝑒𝑥

𝑥
≤
𝑒𝑥∙𝜂𝜇𝑥

𝑥
≤
−𝑒𝑥

𝑥
  

 lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥

𝑥
= lim
𝑥→−∞

(
1

𝑥
∙ 𝑒𝑥) = 0 ∙ 0 = 0 

 

Από κριτήριο Παρεμβολής είναι lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥∙𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 0,  άρα λ = 0 

Άρα η Cf έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο -∞ την y=β με β = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥) = 0, 𝛿𝜄ό𝜏𝜄 



 
 ∀𝑥 < 0 είναι |𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥| = |𝑒𝑥| ∙ |𝜂𝜇𝑥| ≤ |𝑒𝑥| = 𝑒𝑥 

 |𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥| ≤ 𝑒𝑥 ⇔ 
−𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥 ≤ 𝑒𝑥

lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 }
𝛫.𝛱.
⇒  lim

𝑥→−∞
(𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥) = 0 

 
Άρα η Cf έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο -∞ την y=0 δηλ. του x’x 
 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

√𝑥2+𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥√1+
1

𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

√1+
1

𝑥
= 1, ά𝜌𝛼 𝜆 = 1 

 

β = lim
𝑥→+∞

[f(x) – λ(x)] = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 𝑥 − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2+𝑥−𝑥)(√𝑥2+𝑥+𝑥)

√𝑥2+𝑥+𝑥
= lim
𝑥→+∞

(√𝑥2+𝑥)
2
−𝑥2

√𝑥2+𝑥+𝑥
= 

                                    

                                       = lim
𝑥→+∞

𝑥2+𝑥−𝑥2

|𝑥|∙√1+
1

𝑥
+𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥∙√1+
1

𝑥
+𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥∙(√1+
1

𝑥
+1)

= lim
𝑥→+∞

1

√1+
1

𝑥
+1

=
1

2
 

Άρα η Cf έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ την ε: y = x + 
1

2
 

 

Γ3. Αρκεί ν.δ.ο. η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

2
 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (-π, 0) 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

2
 ⇔𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 −

1

2
= 0 

Έστω h(x) = 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 −
1

2
 , 𝑥 ∈ ℝ 

 
• H h(x) ως πράξεις συνεχών είναι συνεχής στο ℝ άρα και στο [-π, 0] 

• 
h (−π)  =  𝑒−𝜋 ∙ 𝜂𝜇(−𝜋) + 𝜋 −

1

2
= 𝜋 −

1

2
> 0

ℎ(0) = 𝑒0 ∙ 𝜂𝜇0 − 0 −
1

2
< 0

} ⇒ ℎ(−𝜋) ∙ ℎ(0) < 0 

Από θ. Bolzano ∃ 𝜉 ∈ (−𝜋, 0): ℎ(𝜉) = 0 
 

Γ4. Έστω Μ(x,y) τότε 𝑦 = √𝑥2 + 𝑥, 𝑥 ≥ 0 
    

   Δηλ. y(t) = √𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡)   𝜇𝜀 𝑥(𝑡) ≥ 0 
    

   Είναι y’(t) = x’(t) ⇔ [√𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡)]
′

= 𝑥′(𝑡) ⇔
[𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)]

′

2√𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)
= 𝑥′(𝑡) 

    

   ⇔ 
2𝑥(𝑡)∙𝑥′(𝑡)+𝑥′(𝑡)

2√𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)
= 𝑥′(𝑡)

:[𝑥′(𝑡)>0]
⇔      

2𝑥(𝑡)+1

2√𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)
= 1 ⇔ 

     

  ⇔ 2√𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 2𝑥(𝑡) + 1 ⇒ 4[𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡)] = 4𝑥2(𝑡) + 4𝑥(𝑡) + 1 ⇔ 
     



  ⇔ 4𝑥2(𝑡) + 4𝑥(𝑡) = 4𝑥2(𝑡) + 4𝑥(𝑡) + 1 ⇔ 0 = 1  𝛢𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂 
 
Άρα δεν υπάρχει χρονική στιγμή to κατά την οποία είναι y’(t) = x’(t) 
 
 
ΘΕΜΑ Δ 
 
        xf(x) = 2F(x) ∙ lnx ①  x>0 
 
 

Δ1. Είναι • 𝑥𝑙𝑛𝑥𝑒𝑙𝑛𝑥
𝑙𝑛𝑥
= 𝑒𝑙𝑛𝑥∙𝑙𝑛𝑥 = 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
, 𝑥 > 0 

                 • g(x) = 
𝐹(𝑥)

𝑥𝑙𝑛𝑥
=

𝐹(𝑥)

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2  , 𝑥 > 0 

                 • H g(x) ως πράξεις παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη με g’(x) = 
𝐹′(𝑥)∙𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
−𝐹(𝑥)∙[𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
]′

[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2

=

𝑓(𝑥)𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
−𝐹(𝑥)∙𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
∙2𝑙𝑛𝑥∙

1

𝑥

[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2

=
𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
[𝑓(𝑥)−

𝐹(𝑥)∙2𝑙𝑛𝑥

𝑥

[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2

=
𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
∙
𝑥∙𝑓(𝑥)−2𝐹(𝑥)∙𝑙𝑛𝑥

𝑥

[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2

=
𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
∙[𝑥∙𝑓(𝑥)−2𝐹(𝑥)∙𝑙𝑛𝑥]

𝑥∙[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2

=
0

𝑥[𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]2
0 

Άρα g(x) = c      ∀𝑥 > 0 
 
 

Δ2.i) lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑥
 

   ∀𝑥 > 0 είναι g(x) = c ⇔ 
𝐹(𝑥)

𝑥𝑙𝑛𝑥
= 𝑐 ⇔ 𝐹(𝑥) = 𝑐 ∙ 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑐 ∙ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
  ② 

• 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥) = 2𝐹(𝑥) ∙ 𝑙𝑛𝑥 ⇒ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥) = 2𝑐 ∙ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
∙ 𝑙𝑛𝑥 ⇔ 𝑓(𝑥) =

2𝑐∙𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
∙𝑙𝑛𝑥

𝑥
 

•lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑥
= lim
𝑥→1

2𝑐∙𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
∙𝑙𝑛𝑥

𝑥∙𝑙𝑛𝑥
= lim
𝑥→1

2𝑐∙𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2

𝑥
=
2𝑐∙𝑒𝑜

1
= 2𝑐 

 
ii) Από ① παραγωγίζοντας έχουμε [x∙f(x)]’ = 2 [F(x) ∙ lnx]’ ⇔ (x)’ ∙ f(x) + x∙ f’(x) = 2∙[F’(x) ∙ lnx+F(x) ∙(lnx)’]   ∀𝑥 > 0  

                                                                                                                     f(x) + x∙ f’(x) = 2∙[f(x)∙lnx+F(x)∙
1

𝑥
]  

Για x = 1 ⇒ f(1) + f(1) = 2 [f(1)ln(1)+F(1)]⇔ f(1) + 2 = 0 ③ 

Για x = 1 
①
⇒ f(1)=2F(1)∙ ln1 ⇔ f(1)=0 ④ 

③,④ ⇒ 2F(1) = 2⇔ 𝐹(1) = 1  

 
Για x=1 η F(x) = c ∙ xlnx γίνεται F(1) = c∙1 
                                                                      1=c 

Για c=1 ⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥  

 
 

Δ3. F’(x) = (xlnx)’ = [𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
]′ = 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
 ∙ [(lnx)2]’= 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
∙2lnx∙

1

𝑥
 

       F’(x) ≥ 0 ⇔ lnx ≥ 0 ⇔ x≥1 
 



   x        0         1        +∞ 
F’(x)           -         + 
 F(x)         
                        o.ε. 
 

    𝐹(1) = 1  

 
 𝐹(𝑥2) = 𝐹(𝑥) − (𝑥 − 1)2  ⑤ 
Προφανής λύση το x = 1 

 ∀𝑥 ∈ (0,1) είναι  • 𝑥2 < 𝑥 
𝐹↓
⇒𝐹(𝑥2) > 𝐹(𝑥) ⟺ 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥) > 0   

                                 • x < 1 ⇔ x-1<0 ⇒ (𝑥 − 1)2 > 0    (+) 
                                                                   F(x2) – F(x) + (x+1)2 >0 
 
 

∀𝑥 ∈ (1,+∞) είναι  • 𝑥2 > 𝑥 
𝐹↑
⇒𝐹(𝑥2) > 𝐹(𝑥) ⟺ 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥) > 0   

                                     • x > 1 ⇔ x-1>0 ⇒ (𝑥 − 1)2 > 0    (+) 
                                                                     F(x2) – F(x) + (x+1)2 >0 

Άρα μοναδική ρίζα της ⑤ είναι το 𝑥 = 1  
 
 

Δ4. Ε = ∫ |𝐹(𝑥)|𝑑𝑥
𝐹(𝑥) > 0
=

∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
𝑑𝑥

𝑒

1

𝑒

1

𝑒

1
 

 
Ως γνωστόν ex ≥ x+1 
 

Θέτουμε όπου x το (lnx)2 και έχουμε 𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
 ≥ (lnx)2 + 1  

 

Άρα Ε > ∫ [(𝑙𝑛𝑥)2 + 1]𝑑𝑥 = ∫ (𝑙𝑛𝑥)2𝑑𝑥 + ∫ 1𝑑𝑥 = ∫ (𝑥)′(𝑙𝑛𝑥)2
𝑒

1

𝑒

1

𝑒

1

𝑒

1
𝑑𝑥 + [𝑥]

𝑒
1
= [𝑥 ∙ (𝑙𝑛𝑥)2]

𝑒
1
−

∫ 𝑥 ∙ 2𝑙𝑛𝑥 ∙
1

𝑥
𝑑𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑒 ∙ (𝑙𝑛𝑒)2 − 1(𝑙𝑛1)2 − 2∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑒 − 2∫ (𝑥)′𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑒 −

𝑒

1

𝑒

1

𝑒

1

2{[𝑥 ∙ 𝑙𝑛𝑥]
𝑒
1
− ∫ 𝑥 ∙ (𝑙𝑛𝑥)′𝑑𝑥} + 𝑒 − 1 = 𝑒 − 2[𝑥 ∙ 𝑙𝑛𝑥]

𝑒
1
+ 2∫ 𝑥 ∙

1

𝑥
𝑑𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑒 − 2[𝑒 − 0] + 2[𝑥]

𝑒
1
+ 𝑒 −

𝑒

1

𝑒

1

1 = 𝑒 − 2𝑒 + 2𝑒 − 2 + 𝑒 − 1 = 2𝑒 − 3 
 

Άρα 𝛦 > 2𝑒 − 3  
 
 
 
 


