
 

ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 2012  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω µια συνάρτηση f η οποί είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν 0(x)f >′  σε κάθε 

εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 

Μονάδες 7 

Α2. Πότε λέµε ότι µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] ;  

Μονάδες 4 

Α3. Έστω συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α. πότε λέµε ότι η f παρουσιάζει στο Ax 0 ∈  

τοπικό  µέγιστο;  

Μονάδες 4 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα 

στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 

Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.   

α) Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες δύο συζυγών µιγαδικών είναι σηµεία συµµετρικά ως προς 

τον πραγµατικό άξονα 

β) Μια συνάρτηση f είναι 1 – 1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η 

εξίσωση f(x) = y έχει ακριβώς µια λύση ως προς x 

γ) Αν είναι +∞=
→

f(x)lim
0xx

, τότε f(x) <0 κοντά στο x0 

δ) { }0ηµxxR  x,
xηµ

1
)(σφx

2
=−∈=′  

ε) ∫∫ ′+=′
β

α

β

α

β

α
(x)g(x)dxf][f(x)g(x)(x)dxgf(x) , όπου f΄ , g΄ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α, 

β]. 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z και w για τους οποίους ισχύουν οι επόµενες σχέσεις:  

411
22
=++− zz    (1) 

125 =− ww     (2)  

Β1. Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z στο 

επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ =1. 

Μονάδες 6 

Β2. Αν z1,  z2 είναι δύο από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς z µε 221 =− zz  τότε να 

βρείτε το 21 zz + .  

Μονάδες 7 

Β3. Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών w στο 

επίπεδο είναι η έλλειψη µε εξίσωση 1
4

y

9

x 22

=+  και στη συνέχεια να βρείτε τη µέγιστη και 

την ελάχιστη τιµή του w . 

Μονάδες 6 

Β4. Για τους µιγαδικούς αριθµούς z, w που επαληθεύουν τις σχέσεις (1) και (2) να αποδείξετε 

ότι: 4wz1 ≤−≤ . 

Μονάδες 6 

 

 



 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνάρτηση 0  x1,nx1)(xf(x) >−−= l  

Γ1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆1(0,1] και 

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆2 ),1[ +∞ . Στη συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιµών της f. 

Μονάδες 6 

Γ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 0  x,ex 20131x >=−  έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες. 

Μονάδες 6 

Γ3. Αν x1, x2 µε x1 < x2 είναι οι ρίζες του ερωτήµατος Γ2, να αποδείξετε ότι υπάρχει ∈0x (x1, 

x2), τέτοιο ώστε 2012)f(x)(xf 00 =+′ . 

Μονάδες 6 

Γ4. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης g(x) = f(x) +1 µε x >0, τον άξονα x΄x κι την ευθεία x = e. 

Μονάδες 7 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

Έστω η συνεχής συνάρτηση R)(0,:f →+∞ , η οποία για κάθε x >0 ικανοποιεί τις σχέσεις:  

• 0f(x) ≠  

• ∫
+− −

≥
1xx
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∆1. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη και να βρείτε τον τύπο της.  

Μονάδες 10 

Αν είναι 0  xx),nx(ef(x) x >−= −
l , τότε:  

∆2. Να υπολογίσετε το όριο: 







−

+→
f(x)

f(x)

1
ηµ(f(x))lim 2

0x
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Μονάδες 5 

∆3. Με τη βοήθεια της ανισότητας 1ln −≤ xx  που ισχύει για κάθε x>0, να αποδείξετε ότι η 

συνάρτηση ∫ >=
x

α
0x,f(t)dt  F(x) , όπου α >0, είναι κυρτή (µονάδες 2). Στη συνέχεια να 

αποδείξετε ότι: 

2F(2x)F(3x)F(x) >+ , για κάθε x >0(µονάδες 4). 

Μονάδες 6 

∆4.∆ίνεται ο σταθερός πραγµατικός  αριθµός β >0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό 

ξ∈(β,2β)  τέτοιο ώστε: 2F(ξ)F(3β)F(β) =+ . 

Μονάδες 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. θεώρηµα σελ 253 σχολ βιβλίο 

Α2. όταν η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του [α,β] 

Α3. όταν Ax∈∀  ισχύει )()( 0xfxf ≤  

Α4. α) Σ      β) Σ      γ) Λ      δ) Λ      ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 
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Β2.  

• ⇔=−−⇔=−⇔=− 2))((22 2121

2

2121 zzzzzzzz  

 ⇔=+−−⇔=+−− 22
2

21221

2

122222111 zzzzzzzzzzzzzz    
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  0,1ln)1()( >−⋅−= xxxxf  

x
xxxxxxxf
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)1(ln)(ln)1(ln)1()( ⋅−+=′⋅−+⋅′−=′    (1) 

προφανής ρίζα της  f ΄ (x) είναι το x =1 

µονοτονία f ΄ 00
11)1(1
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xxx

xx

x
xf  άρα ↑′f στο ( )+∞,0  

πρόσηµο f ΄  

• )1,0(∈∀x είναι ( ) 0)()1(1 <′⇔′<′→<
↑′

xffxfx
f

 άρα ]1,0(στο↓f  

• ),1(x +∞∈∀  είναι 0)()1()(1 >′⇔′>′→>
↑′

xffxfx
f

 άρα )[1,+∞↑στοf  

 



 

                                                         f(1) = -1  
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xxxf
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άρα f(Α)= [-1,+∞ ) 

 

Γ2. ⇔+=⋅−⇔=⋅−⇔=⇔= −− 20121ln)1(2013ln)1(lnln 2013120131 xxxxexex xx
 

2012)(20121ln)1( =⇔=−⋅− xfxx  

έστω Α1= (0,1] τότε ),1[)( 1 +∞−=Af  επειδή 2012∈f(A1) υπάρχει 2012)(:)1,0( 11 =∈ xfx  επειδή 

11   x   τοA  στο  ↓f  είναι µοναδικό  

Έστω ),1[2 +∞=A  τότε ),1[)( 2 +∞−=Af . Επειδή 2012∈  f(A2) υπάρχει 2012)(:),1( 22 =+∞∈ xfx  

επειδή 22   x   τοA  στο  ↑f  είναι µοναδικό 

Άρα η εξίσωση f(x) = 2012 έχει 2 ακριβώς θετικές ρίζες x1<1<x2 

 

Γ3. Αρκεί ν.δ.ο. έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο  (x1,x2) η εξίσωση  
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έστω ]2012)([)( −⋅= xfexf x
 

• η h(x) ως γινόµενο συνεχών είναι συνεχής στο [x1,x2]  

• η h(x) ως γινόµενο παραγώγων είναι παραρ. Στο  (x1,x2) 
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Γ4. είναι 0x    01)()( >∀≥+= xfxg  

Ρίζα της g(x) το x = -1 
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ΘΕΜΑ ∆ 

Η ισότητα f(x)edt
f(t)
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Η f(x) ως πηλίκο παραγωγισίµων είναι παραγωγίσιµη. 

Από (2) είναι ⇔












+

−
=







 −
⇒+

−
=

−
∫∫

'

1

'

1
)(

ln

)(

ln

)(

ln

)(

xx

edt
tf

tt

xf

xx
edt

tf

tt

xf

xnxl
 

)(

ln

)(

ln
'

xf

xx

xf

xx −
=







 −
 άρα x

ec
xf

xx
⋅=

−
)(

ln
 (3) 

Για x=1 1
1

1

)1(

11ln

1
)1(

1
)3(

=⇔⋅=⇔⋅=
−
−

⇔⋅=
−

⇒

−
=

+
ceceec

e

ec
f

e
f

 

Για c=1 )(ln)(ln)(
)(

ln)3(

xxexfxxexfe
xf

xx xxx −⋅=⇔−=⋅⇔=
−

⇒ −  

 

∆2. −∞=
−∞−

=
−

=
→→ 1

0ln
lim)(lim

00
x

xx e

xx
xf

t
 

• 0
)(

1
lim

0

=
+→ xfx

 

• 00
)(

1
lim

0

==
+→

ηµηµ
xfx

 

• 









→→→
=

−
=
















−⋅=−⋅

+++

0

0

2
0

2

0

2

0

)(

1

)(

1

)(

1

lim
)(

1

)(

1
)(lim)](

)(

1
)([lim

xf

xfxf

xfxf
xfxf

xf
xf

xxx

ηµ
ηµηµ  

=
⋅−









−⋅

−

=
⋅−

+
−
⋅

=





















−

=
+++ →→→

)(

)(')(2

1
)(

1

)(

)('

lim

)(

)(')(2

)(

)('

)(

)('

)(

1

lim

)(

1

)(

1

)(

1

lim

4

2

0
4

22

0
'

2

'

0

xf

xfxf

xfxf

xf

xf

xfxf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xfxf

xxx

συνσυνηµ
 

0
2

0

2

)(

1

lim

)(

)('2

)(

)('

)(

1

lim

)(

2

1
)(

1

lim

)(

2

1
)(

1

lim
0

2

2

0
'

'

0

0

0

0

=
−

=
−

=
−

−
⋅−

=


















−

=
−

=
++++ →→→










→

ηµ
ηµηµσυνσυν

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xxxx

 

∆3. 0)()()()('

'

<=












= ∫ xftdtfxF

x

a

 (από ∆1) άρα ↓)(xF  στο ( )+∞,0  



 

[ ]
( ) ( )

( )[ ]
0,0

ln1
1

ln1
1

ln1
1ln1

1

ln
)(')()(''

2

'
'

>∀>
−−+

=

=
+−−

=
−−−

=
−−







 −
=







 −
===

x
e

xx
x

e

xx
x

e

xx
x

e

exxe
x

e

xx
xfxfxF

x

xxx

xx

x

άρα F κυρτή στο (0,+∞ ). 

Από Θ.Μ.Τ.  για την F(x) στο [x,2x] και στο [2x,3x] µε x>0 ∃  
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∆4. Αρκεί ν.δ.ο. έχει µια ρίζα στο (β,2β) η εξίσωση )(2)3()( xFFF =+ ββ  

Έστω [ ])3()()(2)( ββ FFxFxh +−=  

• Η h(x) ως άθροισµα συνεχών είναι συνεχής στο [β,2β] 

• )3()()]3()([)(2)( ββββββ FFFFFh −=+−=  Είναι )3()(3 ββββ FF
F

>⇒<
↓

 άρα 

.0)( >βh  

• 0)]3()([)2(2)2( <+−= ββββ FFFh  από ∆3. 

 

Είναι 0)2()( <⋅ ββ hh . 

Από θ. Bolzano 0)(:)2,( =∈∃ ξββξ h  

Επειδή 0)(2)('2)(' <== xfxFxh  η )(xh  είναι ↓  στο [β,2β], εποµένως το ξ είναι µοναδικό. 


