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ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΘΕΜΑ Α  
A1. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και x0

 
ένα εσωτερικό σηµείο του ∆. Αν η f 

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 
 
και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, να αποδείξετε ότι: 

0)(xf 0 =′ .           Μονάδες 10  

 

A2. ∆ίνεται συνάρτηση f ορισµένη στο IR . Πότε η ευθεία y=λx+β λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f στο +∞;          Μονάδες 5  

 

A3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράµµα που 

αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 

λανθασµένη.  

α) Για κάθε µιγαδικό αριθµό z≠0 ορίζουµε z
0
=1  

β) Μια συνάρτηση f:A→ IR  λέγεται συνάρτηση 1-1, όταν για οποιαδήποτε x1,x2∈A ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν x1≠x2, τότε f(x1) ≠ f(x2)  

γ) Για κάθε x=∈ IR 1= IR –{x|συνx=0} ισχύει: ( )
xσυν

1
εφx

2
−=′   

δ) Ισχύει ότι: 1
x

ηµx
im

x
=

+∞→
l  

ε) Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f
-1

 

είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y=x 

που διχοτοµεί τις γωνίες xOy και x΄Oy΄.       Μονάδες 10  

 

 

ΘΕΜΑ Β  
Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί z και w µε z≠3i, οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις:  

2i3zi3z =++−  και 
3iz

1
3izw

−
+−=  

B1. Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z.   Μονάδες 7  

B2. Να αποδείξετε ότι 
3iz

1
3iz

−
=+ .        Μονάδες 4  

B3. Να αποδείξετε ότι ο w είναι πραγµατικός αριθµός και ότι 2w2 ≤≤− .   Μονάδες 8  

B4. Να αποδείξετε ότι: zwz =− .        Μονάδες 6  

 

 

ΘΕΜΑ Γ  

∆ίνεται η συνάρτηση f: IR→ IR , δύο φορές παραγωγίσιµη στο IR , µε 0f(0)(0)f ==′ , η οποία ικανοποιεί 

τη σχέση:  ( ) (x)fx(x)f1(x)f(x)fex ′′+′=−′′+′   για κάθε x∈ IR .  

 

Γ1. Να αποδείξετε ότι: f (x) = ln (e
x 

– x), x∈  R.      Μονάδες 8  

Γ2. Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.   Μονάδες 3  

Γ3. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς δύο σηµεία καµπής.  Μονάδες 7  

Γ4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ln (e
x 

– x) = συνx έχει ακριβώς µία λύση στο διάστηµα 







2

π
0, .  

            Μονάδες 7  

 

 



 
 

 

 

ΘΕΜΑ ∆  
∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g : R→R, οι οποίες για κάθε x∈R ικανοποιούν τις σχέσεις:  

 

i) f(x)>0 και g(x)>0  

 

ii) 
( )

( )∫
−

+
=

− x

0

2t

2x
dt

txg

e

e

xf1
 

 

iii)  
( )

( )∫
−

+
=

− x

0

2t

2x
dt

txf

e

e

xg1
 

 

∆1. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο R και ότι f(x)=g(x) για κάθε x∈R. 

            Μονάδες 9  
∆2. Να αποδείξετε ότι: f(x) = e

x
, x∈R         Μονάδες 4  

∆3. Να υπολογίσετε το όριο: 








−→
x

1
f

nf(x)
im

0x

l
l .       Μονάδες 5  

∆4. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

∫=
x

1

2 )dtf(tF(x)   τους άξονες x΄x και y΄y και την ευθεία µε εξίσωση x=1.  Μονάδες 7  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α.1. Σχολικό βιβλίο σελ. 260 

Α.2. Σχολικό βιβλίο σελ. 280 

Α.1. α. Σ  β. Σ  γ. Λ  δ. Λ  ε. Σ 

 
 

ΘΕΜΑ Β.  

Β.1. 23iz3iz =++−  

 23iz3iz =−+−  

 23iz2 =−  

 13iz =−   κύκλος κέντρων Κ(0,3), ρ=1 

 

Β.2.  13iz =−  

 13iz
2 =−  

 ( )( ) 13iz3iz =−−  

 ( )( ) 13iz3iz =+−  

 
3iz

1
3iz

−
=+  

 

Β.3.  
3iz

1
3izw

−
+−=   Αν yixz +=  

 3iz3izw ++−=  

 zzw +=  

 2xw =  

 Rw∈  

 

Αρκεί να δείξουµε ότι : 2w2 ≤≤−  

    22x2 ≤≤−  

    1x1 ≤≤− 1x ≤⇔  

Είναι: ( ) ( ) 1x0x1x13y13yx 222222 ≤⇒≥−⇒−=−⇒=−+ ⇒ 1|x| ≤  

 

 

Β.4. Είναι: ( ) zzzzzzz-zwz
αρχική

=−=−−=+=−  

 

 

ΘΕΜΑ Γ.  

 

Γ.1. ( ) ⇔′′⋅+′=−′′⋅+′⋅⇔′′⋅+′=−′′+′⋅ (x)fx(x)fe(x)fe(x)fe(x)fx(x)f1(x)f(x)fe xxxx  

[ ] ⇔=′′⋅−′−−′′⋅+′⋅ 0(x)fx(x)fe(x)fe(x)fe xxx [ ] [ ] [ ] [ ] xxxx e(x)fx(x)fee(x)fx(x)f(x)fe =′′⋅−′′⋅⇔=′′⋅+′−
′

′⋅  

[ ] [ ] ( )[ ] [ ] ( ) (1)cexe(x)fexe(x)fe(x)fx-(x)fe xxxxxx +=−⋅′⇒′=′−⋅′⇒′=′′⋅′⋅  

Για 1cc10c11(0)f0x
υποθ.(1)

−=⇔+=⇒+=⋅′⇒=  



 
  

 

 

Για ( ) (2) 1exe(x)f1c xx
(1)

−=−⋅′⇒−=  

 Θ.δ.ο. e
x
 –x > 0   ℜ∈∀x  

Έστω ℜ∈−= x,xeσ(x) x
 

          ℜ∈−=′ x,1e(x)σ x  

          0xee1e01e0(x)σ 0xxx ≥⇔≥⇔≥⇔≥−⇔≥′  

 

x ∞−          0           +∞  

σ΄(x) - + 

σ (x) 
 

 

 

                                  o.ε. 

                           σ(0) = e
0
=1 

Άρα (*)1xe1σ(x)σ(0)σ(x)είναιx x ≥−⇔≥⇒≥ℜ∈∀  

 Από (*) είναι   e
x
 –x > 0  και η  

( ) ( ) (3)cxenf(x)
xe

xe
(x)f

xe

1e
(x)fγίνεται(2)

x

x

x

x

x

+−=⇔
−

′
−

=′⇔
−

−
=′ l  

Για c0c1nf(0)0x
υποθ)3(

=⇒+=⇒= l  

Για ( )xenf(x)0c x
(3)

−=⇒= l  

 

 

 

Γ.2.  ( ) ( ) Rx,xelnxf x ∈−=  

 ( ) xeR,
xe

1e
xf΄

x

x

−

−
=  

Επειδή Rx0xex ∈∀>− το πρόσηµο της f΄(x) εξαρτάται από το πρόσηµο του e
x
-1. 

 

Πρόσηµο f΄ ( ) 0xee1e01e0xf 0xxx ≥⇔≥⇔≥⇔≥−⇔≥′  

 

x ∞−             ∞+  
f΄(x)             –         O + 

f(x)   

       ο.ε. 

                                 f(0)=ln1=0 

 

 

Γ3. ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

=
−

−−−−
=

−

′−−−−′−
=′

2x

xxxx

2x

xxxx

xe

1e1exee

xe

xe1exe1e
xf  

( )
( ) ( )

=
−

−+−−
=

−

−−−
=

2x

x2xx2x

2x

2xx2x

xe

12eexee

xe

1exee

( )
Rx,

xe

1xe2e

2x

xx

∈
−

−−
 

Βρίσκουµε το πρόσηµο της f΄(x) άρα το πρόσηµό της     2e
x
-xe

x
-1 

Έστω h(x)=2e
x
-xe

x
-1, x R∈  

h΄(x) =  2e
x
-[e

x
+xe

x
] = 2e

x
-e

x
-xe

x
= e

x
 – xe

x
 = (1 – x)e

x
, x R∈  

0 



 
 

 

 

 

 

 

                                   ο.µ. 

  h(1)=2e-e-1=e-1 

 

Πρόσηµο h΄(x)    h΄(x) ( ) 101010 ≤⇔≥−⇔≥−⇔≥ xxex
x  

 

 ( ) ( )12limlim −−=
−∞→−∞→

xx

xx
xeexh  

Είναι ( )
( ) ( )

=
′










′
==

−∞→









∞+

−∞

−∞→

⋅∞−

−∞→

x

x

x

x

x

x

e

x

e

x
xe

1

lim
1

limlim
0

( ) 0elim

e

e

1
lim x

x

2x

xx
=−=

− −∞→−∞→
 

 

Άρα ( ) ( ) 11001xezelimxhlim xx

xx
−=−−=−−=

−∞→−∞→
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) −∞=−∞−∞+=−−=−−=
+∞→+∞→+∞→

11]x2[elim1xe2elimxhlim x

x

xx

xx
 

 

 

Άρα  

 

x ∞−             ∞+  
h΄(x)                        O  

h(x) ∞−               ∞+  
       e-1 

 

Εποµένως η h(x) έχει 2 ακριβώς ρίζες ρ1, ρ2 στο ( ∞− ,1) και στο (1, ∞+ ) άρα η f ''(x) 2 ρίζες τις ρ1, ρ2. 

Εποµένως η f έχει 2 σηµεία καµπής. 

 

 

Γ.4. Έστω ( ) συνxxenφ(x) x −−= l ,    Rx∈  

• Η φ(x) ως πράξεις συνεχών είναι συνεχείς στο 





2

π
0,  

• 0110συν0n1φ(0) <−=−=−= l  

• 













−=−














−=








2

π
en

2

π
συν

2

π
en

2

π
φ 2

π

2

π

ll  

Από (*) για 
2

π
x =   είναι  1

2

π
e 2

π

>−  άρα 0
2

π
φ >








 

Από Θ. Bolzano ∃   0φ(ξ):
2

π
0,ξ =







∈  

 

 

 

x ∞−                  1  ∞+  
h΄(x)             +         O - 

h(x) 
 

 

 

1 



 
 

Μοναδικότητα 








∈∀>+
+

−
=′

2

π
0,x0ηµx

xe

1e
(x)φ

x

x

  

άρα φ(x) ↑  στο 







2

π
0,  

άρα το ξ είναι µοναδική ρίζα της φ(x) στο 







2

π
0,  

  

 

 ΘΕΜΑ ∆.  

 

 

∆.1. dt
t)g(x

e
x

0

2t

∫
−

+
  

Θέτουµε utx =+  τότε  

• xut −=  

• ( ) duduxudt =′−=  

• Για t=0 είναι u=x 

• Για t=-x είναι u=0 

Άρα 
( )

∫∫∫∫∫ −=−=
⋅

==
+

−− x

0

2u

2x

x

0

2x

2u0

x

2x2u0

x

x-u2x

0

2t

du
g(u)

e

e

1
du

g(u)e

e
du

g(u)

ee
du

g(u)

e
dt

t)g(x

e
 

⇔⋅=
−

∫ du
g(u)

e

e

1-

e

f(x)1
x

0

2u

2x2x
 du

g(u)

e
1f(x)

x

0

2u

∫+=    (1) 

 

Όµοια : ⇔−=
−

∫ du
f(u)

e

e

1

e

g(x)1
x

0

2u

2x2x
 du

f(u)

e
1g(x)

x

0

2u

∫+=    (2) 

Επειδή η συνάρτηση 
f(x)

e
και

g(x)

e 2x2x

 είναι συνεχείς οι συναρτήσεις du
g(u)

e
x

0

2u

∫  και  du
f(u)

e
x

0

2u

∫  είναι 

παραγωγίσιµες, άρα οι συναρτήσεις f(x) και g(x) είναι παραγωγίσιµες στο R. 

 

(3)
e(x)gf(x)

eg(x)(x)f

f(x)

e
(x)g(2)Από

g(x)

e
(x)f(1)Από

2x

2x

2x

2x







=′⋅

=⋅′
⇔













=′⇒

=′⇒

 

 

 

(3) ⇒ 0
(x)g

(x)gf(x)g(x)(x)f
0(x)gf(x)g(x)(x)f(x)gf(x)g(x)(x)f

2
=

′⋅−⋅′
⇔=′⋅−⋅′⇔′⋅=⋅′  

     (4)C
g(x)

f(x)
0

g(x)

f(x)
=⇔=′








⇔  

Για x=0 1cc
1

1
c

g(0)

f(0)
Από

αρχικές

(4)

=⇔==⇒ ⇒  



 
 

Για c=1 
)4(

⇒  g(x)f(x) =  

 

 

∆.2. ΄Για zx
(3)

e(x)ff(x)g(x)f(x) =′⋅⇒= (5)ce(x)f
2

e

2

(x)f
e

2

(x)f 2x2
2x2

2x
2

+=⇔′












=′












⇔=′












⇒  

Για x=0 είναι 0cc11ce(0)f 02 =⇔+=⇒+=  

Για c=0 x2x2x2
(5)

eef(x)e(x)f ±=±=⇔=⇒  

Επειδή 0f(x) >  είναι xef(x) =  

 

 

∆.3. 

[ ] ∞−
+∞

−

→

+∞⋅
−

→→→→
==⋅===








 −−−−−

x

1

e
imexim

e

x
im

e
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im

x

1
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nf(x)
im

1/x

0x

)(0
1/x
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x

0x0x
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l
l
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( )
−∞=














−=

−

⋅
=′






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

′
−

→

−

→

−
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1

0x
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1/x

0x

1/x

0x

eim
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1
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1
e
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x

1

e
im lll  

 

 

∆.4.  Ε= ( )∫
1

0

dxxF  

( ) [0,1]xe0tf

είναι[0,1]x

2 ∀>

∈∀
 

( )∫ ⇒>
1

x

2 0dttf ( )∫ >−
x

1

2 0dttf ⇒ ( ) ( ) [0,1]στο0xFάρα0dttf

x

1

2 <⇒<∫  

 

Είναι Ε = ( )∫
1

0

dxxF = ( ) [ ] =












′⋅−⋅−=⋅′−=−=− ∫∫∫∫
1

0

1
0

1

0

1

0

1

0

(x)dxFxF(x)xF(x)dx)(xF(x)dxdxxF  

[ ] [ ] ( ) τ.µ.1e
2

1
ee

2

1
e

2

1
0dxe2x

2

1
F(0)0F(1)1)dxf(xxF(x)x 01

1

0

x
1

0

x
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0

21
0
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−=−=



+=⋅+








⋅−⋅−=⋅+⋅−= ∫∫  

 


