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ΘΕΜΑ 1
ο
  

 

Α. Έστω µία συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν η f είναι συνεχής στο ∆ 

και για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ ισχύει f΄(x) = 0 να αποδείξετε ότι η f είναι 

σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆.  

Μονάδες 10  
Β. Πότε µία συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο x0

 
του πεδίου ορισµού 

της;  

Μονάδες 5  
Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα 

στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι 

σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.  

 

α. Αν z1, z2 είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε ισχύει 2121 zzzz ⋅=  

Μοννάδες 2  
β. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέµε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 

x0∈A, όταν f(x) ≥ f(x0) για κάθε  x∈A  

Μονάδες 2  

γ.  1
x

1xσυν
lim

0x
=

−
→

 

Μονάδες 2  
δ. Κάθε συνάρτηση f συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και 

παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.  

Μονάδες 2  
ε. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] και ισχύει f(x) < 0  για 

κάθε x∈ [α,β],  τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 

παράσταση της  f, τις ευθείες  x = α,  x = β και τον άξονα  x΄x είναι  ∫=
β

α
dxf(x)(Ω)E   

Μονάδες 2  

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 
 

 

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς  z = (2λ+1) + (2λ−1) i ,   λ∈R  

 

Α.α.  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκονται οι εικόνες 

των µιγαδικών αριθµών z, για τις διάφορες τιµές του  λ∈R. 

Μονάδες 9  
β.  Από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός 

αριθµός   z0  = 1 – i  έχει το µικρότερο δυνατό µέτρο.  

Μονάδες 8  

 

Β. Να βρεθούν οι µιγαδικοί αριθµοί  w  οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση  

0

2
z12ww =−+  

όπου z0 ο µιγαδικός αριθµός που αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα.   

Μονάδες 8  



ΘΕΜΑ 3
ο
  

∆ίνεται η συνάρτηση  

( ) ( ) 1x,1xlnαxf x −>+−= ,  

Όπου α> 0 και α 1≠   

A. Αν ισχύει f(x) 1≥  για κάθε x>-1, να αποδείξετε ότι α = e  

Μονάδες 8  

Β. Για α = e,  

α. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή.  

Μονάδες 5  

β. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (-1,0] και 

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0,+∞)  

Μονάδες 6  

γ. αν β, γ ∈ (-1,0) ( )+∞∪ 0, , να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

( ) ( )
0

2x

1γf

1x

1βf
=

−
−

+
−
−

 

έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (1, 2)  

Μονάδες 6  

 

ΘΕΜΑ 4
ο
  

 

Έστω f µία συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [0, 2] για την οποία ισχύει  

( ) ( ) 0dttf2t
2

0
=−∫  

Ορίζουµε τις συναρτήσεις  
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α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 2].  

Μονάδες 5  
β. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (0, 2) και ότι 

ισχύει  

( ) ( )
2x0,

x

xH
xG

2
<<−=′  

Μονάδες 6  

γ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός α ∈ (0, 2) τέτοιος ώστε να ισχύει Η(α)=0.  

Μονάδες 7  

δ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός ξ ∈ (0, α) τέτοιος ώστε να ισχύει  

( ) ( )∫ ∫=
ξ

0

α

0

2 dttfξdtttfα  

Μονάδες 7  



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ  1
Ο

  

 

Α. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ.  251 

 

Β. Ορισµός σχολικού βιβλίου σελ.  213 
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ΘΕΜΑ 2
Ο 

  

Είναι  z = (2λ + 1)  +  (2λ – 1) i ,   λ ∈R  

 

Αα. Η εικόνα του  z  είναι το σηµείο  Α(2λ + 1 ,  2λ – 1).  

 

Θέτω  2λ + 1 = x   και  2λ – 1 = ψ  

Οπότε  (2)
2

1ψ
λκαι(1)

2

1x
λ

+
=

−
=  

 

Από   (1) ,  (2)  2xψ1ψ1x
2

1ψ

2

1x
−=⇔+=−⇔

+
=

−
⇔    (1) 

β.   

 

• Για  ψ = 0  τότε  x = 2  τέµνει τον  x΄x  στο  Κ(2,0)  

• Για  x = 0,  τότε  y = - 2  τέµνει τον  ψ΄ψ  στο  Λ (0, -2)  

 Φέρνω την  ΟΜ ⊥ΚΛ 

 Οπότε  λΟΜ · λΚΛ = - 1 ⇔ λΟΜ · 1 = - 1 ⇔  λΟΜ = - 1  

 Άρα η εξίσωση της ΟΜ είναι :  y = λΟΜ · x ⇔  ψ = - x    (2) 

 

 Λύνω το σύστηµα  (1) ,  (2)   
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 Άρα  Μ(1, - 1) 

 

Εποµένως ο µιγαδικός της αριθµός της ευθείας  (ε)  µε το µικρότερο µέτρο είναι ο  

z0 = 1 – i  

 

 

B. Έστω ο µιγαδικός αριθµός   W = x + ψ i ,   x, ψ ∈R 

 

 Η σχέση γράφεται :  ⇔−=−−++⇔=−+ i112ψixψxz12ww 22
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 Για την  (1)  έχουµε :   ∆ = β
2
 – 4αγ = 1 + 48 = 49 
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 Άρα οι µιγαδικοί αριθµοί είναι :  w1 = - 4 + i   ή  w2 = 3 + i  

 

 

ΘΕΜΑ  3
ο
 :  

 

f(x) = α
x
 – ln (x + 1)  ,   x > - 1    α > 0 ,     α ≠  1 

 

Α. f(x) ≥ 1  ⇔  α
x
 – ln (x + 1)  ≥  1      (1) 

 

i)  Παρατηρούµε ότι για  x0 = 0   είναι  f(x0) = 1  άρα στο  x0 = 0  η  f  παρουσιάζει 

ελάχιστο 

ii) Η  f(x)  ως άθροισµα παραγωγίσιµων είναι παραγωγίσιµη στο  Af = (- 1 ,  +∞ )  µε  

f΄(x) = α
x
 · lnα - 

1x

1

+
 

Λύνω την  i)   και   ii)  από θ. Fermat  είναι  f΄(0) = 0 ⇔ α
0
 · lnα – 1 = 0 ⇔  lnα = 1 

⇔ α = e  

 

B.α)  Για  α = e  είναι   f(x) = e
x
 – ln(x + 1) , x > - 1   

    f΄(x) = e
x
 - 

1x

1

+
 x  > - 1  

    f ΄΄(x) = e
x
 - 0

1)(x

1
e

1)(x

1)΄(x
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+

+−
   f΄x > 0 

 Άρα η  f  είναι κυρτή στο  Αf = ( - 1, +∞ ) 

  β. f΄(x) = e
x
 - 

1x

1

+
   ,    x > - 1  

 

1
ος

 τρόπος :   Παρατηρούµε ότι το  x0 = 0  είναι προφανής ρίζα της  f΄(x) 

  Επειδή  f ΄΄(x) > 0   η  f΄(x)  είναι  ↑   στο  (- 1 , +∞ ) 

  άρα ),1(Ax f ∞+−=∈∀   µε  x < 0  είναι  f΄(x) < f΄(0) ⇔ f΄(x) < 0  

  και µε  x > 0  είναι  f΄(x) > f΄(0) ⇔  f΄(x) > 0 

 

 Εποµένως η  f  είναι  γν. φθίν. στο  (- 1 ,  0]  και  γν. αύξουσα στο [0, +∞ ) 

 

2
ος

 τρόπος : f΄(x) = 1x,
1x

11)(xe

1x

1
e

x
x −>

+

−+⋅
=

+
−  

Επειδή  x + 1 > 0    ),1(Ax f ∞+−=∈∀   το πρόσηµο της  f΄(x)  εξαρτάται από το 

πρόσηµο της  g(x) = e
x
 · (x + 1) – 1   στο  (- 1 , +∞ ) 

 

Είναι   g(x) =  e
x
 · (x + 1) – 1   ,     x∈R 

g΄(x) = e
x
 · (x + 1) + e

x
 = e

x
 · (x + 2)  

 

Είναι  g΄(x) > 0   ),1(x ∞+−∈∀    άρα   g(x) ↑  στο  (- 1 , +∞ ) 



Προφανής ρίζα της  g(x)  είναι το  x0 = 0 

Άρα  0],1(x −∈∀    είναι  
↑

⇒≤
g

0x  g(x) ≤ g(0) ⇔ g(x) ≤ 0   και  f΄(x) 0
1x

g(x)
≤

+
=  

Εποµένως  f↓   στο  (- 1 ,  0]  

),0[x ∞+∈∀   είναι  0g(x)g(0)g(x)0x
g

≥⇔≥⇒≥
↑

 

άρα και  0
1x

g(x)
f΄(x) ≥

+
=   εποµένως  f↑   στο  [0, +∞ ) 

 

γ. Αρκεί  ν.δ.ο.  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο  (1, 2)  η εξίσωση   

 [f(β) – 1] · (x – 2) + [f(γ) – 1] · (x – 1) = 0  

 

 Έστω  h(x) = [f(β) – 1]  · (x – 2) + [f(γ) – 1] · (x – 1)  ,     x∈R 

• H  h(x)  ως άθροισµα συνεχών είναι συνεχής στο  [1, 2]  

• H(1) = - [f(β) – 1]  < 0   διότι είναι  f(x) ≥  1  ),1(x1x ∞+−∈∀≥∀  

     και  f(x) > 1  ),(00),1(x ∞+∪−∈∀  

  

• h(2) = [f(γ) – 1] > 0 

 

Είναι  h(1) · h(2) < 0 

Από  θ. Bolzano  ∃ρ∈(1, 2) : h(ρ) = 0  

 

 

ΘΕΜΑ  4
Ο

 :  

 

∫ ∫ ∫ =−⋅⇔=−
2

0

2

0
(1)0dt(t)f2f(t)dtt0dtf(t)2)(t  

 

α.  

• Η  f(x)  συνεχής στο  [0,2]  άρα η  ∫
x

0
dtf(t)   παραγωγίσιµη άρα και 

συνεχής στο  [0,2]  µε  f(x)΄dtf(t)
x

0
=






∫  

• Η   t · f(t)  συνεχής στο  [0, 2]  άρα η  Η(x) = ∫ ⋅
x

0
dtf(t)t   παραγωγίσιµη 

άρα και συνεχής στο  [0, 2]  µε  Η΄(x) = x · f(x)  

• H  G(x)  ως πράξεις συνεχών είναι συνεχής στο  (0,2)  

• (1)3dtf(t)
x

H(x)
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Από  (1)  είναι  3G(x)lim
0x

=
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Είναι  G(0)G(x)lim
0t

=
→

  εποµένως η  G(x)  είναι συνεχής και στο  x0 = 0  

 

β. Η  G(x)  ως άθροισµα παραγωγίσιµων είναι παραγωγίσιµη στο  (0,2)  µε  
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γ. Εφαρµόζουµε  θ.  Rolle  για την  G(x) 

• H  G(x)  είναι συνεχής στο  [0, 2] 

• Η  G(x)  είναι παραγωγίσιµη στο  (0, 2) 

• G(0) = 3   

 ∫
∫

=+
−

=+−=
2

0

2

0 3
2

dtf(t)2H(2)
3dt(f(t)

2

H(2)
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Από  θ.  Rolle  ∃α ∈(0, 2) : G΄(α) = 0 0Η(α)0
α

(α)Η
2

=⇔=−⇔  

 

δ)  Θ.Μ.Τ. για G(x) στο [0,α] 

 

� Η G(x) είναι συνεχής στο [0,α] 

� Η G(x) είναι παραγωγίσιµη στο (0,α) µε G΄(x)=
( )
2x

xH−
 

 

 Από Θ.Μ.Τ. ( ) ( ):0,2a0,ξ ⊂∈∃ ( ) ( ) ( )
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