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Θέμα Α 

Α1: Θεώρημα σελ. 76  

Α2. Μία συνάρτηση λέγεται παραγωγίσιμη στο [α,β] όταν είναι παραγωγίσιμη στο (α,β) και υπάρχουν τα όρια  

lim
𝜒→𝛼−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
  και lim

𝜒→𝛽+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛽)

𝑥−𝛽
 

Α3. Α) Ψ 

       Β) Αντιπαράδειγμα η f(x)=x3 

Α4. Α) Λ 

       Β) Σ 

       Γ) Σ 

       Δ) Σ 

       E) Σ 

Θέμα Β 

Β1. Af=(1,+∞), Ag=R και Afpg={x∈ (1, +∞): 𝐴𝑔 ∈ (0, +∞) = (1, +∞) 

      f(g(x))=
𝑔(𝑥)+2

𝑔(𝑥)−1
=

𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
, 𝑥 ∈ (1, +∞) 

B2. Θεωρούμε K(x)= 
𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
, 𝑥 ∈ (1, +∞) 

K(x) συνεχής στο (1, +∞) ως πράξεις συνεχών  

Κ(x) παρ/μη στο (1, +∞) 

B2. με Κ(x)=
(𝑒𝑥+2)′(𝑒𝑥−1)−(𝑒𝑥−1)′(𝑒𝑥+2)

(𝑒𝑥−1)2 =
−3𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2 < 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0 άρα K(x)↓ στο (0,+∞) άρα η K(x) είναι 1-1 άρα 

αντιστρέφεται  

𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
= 𝑦 ⟺ 𝑒𝑥(1 − 𝑦)=y+2⟺𝑒𝑥 =

𝑦+2

𝑦−1
⟺ 𝑥 = ln

𝑦+2

𝑦−1
, 𝑦 ∈ (1, +∞) 

B3. Φ(x) συνεχής στο (1,+∞) ως πράξεις συνεχών  

       Φ(x) παρ/μη στο  (1,+∞) ως πράξεις παρ/μων 

Με φ’(χ)=
𝑥−1

𝑥+2
· (

𝑥+2

𝑥−1
)

′
=

−3

(𝑥−1)(𝑥+2)
< 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 1  

Άρα φ(x) ↓ στο (1,+∞), οπότε η φ(χ) είναι 1-1 

Β4. lim
𝑥→1+

ln(𝑥 − 1) = lim
𝑥→1+

𝑥+2

𝑥−1
= lim

𝑥→1+
[ln(𝑥 + 2) − ln(𝑥 − 1)] = ln(1 + 2) − (−∞) = +∞ 

Θέτουμε u=x-1  

x→ 1+ ⟺ 𝑥 − 1 → 𝑜+ ⟺ 𝑢 → 𝑜+ 
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Άρα lim
𝑥→1+

𝑙𝑛(𝑥 − 1) = lim
𝑢→0+

𝑙𝑛𝑢 = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = − ∞(1) 

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

[ln [
𝑥 + 2

𝑥 − 1
] = 0 

Θεωρούμε lim
𝑥→+∞

[
𝑥+2

𝑥−1
] = lim

𝑥→+∞

1

1
= 1 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  𝛢𝑓 = [0,
3𝜋

2
) 

 Αφού η f  συνεχής στο [0,
3𝜋

2
), άρα θα είναι συνεχής και στο 𝑥0 = 0, οπότε: 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0)  

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1 − ln 𝜆  

lim
𝑥→0+

(𝜂𝜇𝑥 + 𝜆 𝜎𝜐𝜈𝑥 ) = 1 − ln 𝜆  

𝜂𝜇0 + 𝜆𝜎𝜐𝜈0 = 1 − ln 𝜆 

                                                                  𝜆 = 1 − ln 𝜆   (1) 

Θεωρούμε 𝑔(𝑥) = ln 𝑥 + 𝑥 − 1  ∈ (0, +∞) 

𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
+ 𝑥 > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0 

Άρα    𝑔(𝑥) ↗ 𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) 

        Ισχύει 𝑔(1) = ln1 + 1 − 1 = 0 

ρίζα της  𝑔(𝑥) = 0 , άρα για την (1) έχουμε 𝜆 = 1 

 

Οπότε 𝑓(𝑥) = {

1

1−𝑥
− ln 𝜆 ,             𝑥 ≤ 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥,          0 < 𝑥 <
3𝜋

2
  
  

 

Γ2. Έστω (ε)  η  εφαπτομένη της 𝐶𝑓  𝜎𝜏𝜊 𝛢(0,1) 

     Οπότε (ε): 𝜓 − 𝑓(0) = 𝑓′(0) ∙ (𝑥 − 0)                       𝑓′(0) = 𝜀𝜑
𝜋

4
= 1 

                        𝜓 − 1 = 1 ∙ 𝑥 

                        𝜓 = 𝑥 + 1  

Άρiα πράγματι ορίζεται η εφαπτομένη της  𝐶𝑓  𝜎𝜏𝜊 𝛢(0,1)  𝜇𝜀 𝜆(𝜀) = 𝜀𝜑
𝜋

4
= 1 

 

DLH 

⇒ 𝛨 𝑥 = 1 μοναδική 
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Γ3. Κρίσιμα σημεία 

i. Εσωτερικά σημεία του 𝛢𝑓   ό𝜋𝜊𝜐 𝑓′(𝑥) = 0 

ii. Εσωτερικά σημεία του 𝛢𝑓   ό𝜋𝜊𝜐  δεν υπάρχει η παράγωγος της  f 

 iii. Τα  άκρα  διαστήματος 

 

Έχουμε: 𝑓′(𝑥) = {

1

(1−𝑥)2  ,     𝑥 < 0

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥 ,    0 < 𝑥 <
3𝜋

2

 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0−

1
1 − 𝑥 − 1

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥
1 − 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0

1

1 − 𝑥
= 1 ∈ 𝑅 = 𝑓′

𝑎
(0) 

 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
= lim

𝑥→0
(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
= 1 + 0 = 1 ∈ 𝑅 = 𝑓′

𝛿
(0)

𝑥→0

 

Άρα αφού 𝑓′
𝑎

(0) = 𝑓′
𝛿

(0) = 1 ισχύει 𝑓′(0) = 1 

f’(x) =0⇔συνχ=ημχ⇔ {
𝜒 =

𝜋

4

𝜒 =
5𝜋

4

    Άρα  τα  κρίσιμα  σημεία  είναι  τα  
𝜋

4
 ή 

5𝜋

4
    

Γ4.  

f(x)={

1

1−𝑥
, 𝑥 ≤ 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥, 0 < 𝑥 <
3𝜋

2

 

Μ(α,f(α)) με a’(t)=−
𝑎(𝑡)

3
 

ε: y-f(α)=f’(α)(x-α)  

y-
1

1−𝛼
=

1

(1−𝛼)2(x-α)(*)        ⟺ f(α)=
1

1−𝛼
, f’(x)=

1

(1−𝑥)2 , 𝑥 < 0 

Για y=0 ⟺
−1

1−𝑎
=

1

(1+𝑎)2 · (𝑥 − 𝑎) ⟺ (1 − 𝑎)2  
−1

1+𝑎
= +(𝑥 − 𝑎) ⟺ −(1 − 𝑎) = +(𝑥 − 𝑎) ⟺ 𝑥 = 2𝑎 − 1 

Άρα xb(t)=2α(t)-1 

Είναι x’B(t)=2α'(t)=2·
−𝑎(𝑡)

3
 

Για t=to είναι x’B(t)=
−2𝑎(𝑡𝑜)

3
 

Είναι α(to)=-1  

Άρα x’B(t)= 
2

3
 μονάδες μήκους/χρόνου 

 

ΘΕΜΑ Δ 
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Δ1. f(x) συνεχής στο R ως πράξεις συνεχών και παρ/μη ως πράξεις συνεχών και παρ/μη ως πράξεις παρ/μων στο R  

με f’(x)=ex+2x-e  

f’(x) συνεχής και παρ/μη στο R ως πράξεις παρ/μων με f’’(x)=ex+2 >0  

άρα f’(x)↑ για κάθε x ανήκει R, άρα η f’ θα έχει μοναδική ρίζα στο R άρα και στο (0,1) 

 Άρα η f παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο στο xo για 

κάθε x∈ (0,1)  

Επίσης f(0)=e0+0-0-1=0 

             f(1)=e+1-e-1=0 άρα f<0 στο (0,1) 

έχουμε f(xo)=exo+xo2-e·xo-1 (1) 

              f’(xo)=exo+2xo-e=0⟺exo=e-2xo (2) 

από (1) και (2) f(xo)=xo2+e-2xo-e·xo-1=xo2-xo(2-e)+e-1  

Δ2. lim
𝑥→𝑥𝑜

[
1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥𝑜)
+ 𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥𝑜
)] = lim

𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥−𝑥𝑜
[

1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥𝑜)
(𝑥 − 𝑥𝑜) + (𝑥 − 𝑥𝑜)𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥𝑜
)] = 

lim
𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥−𝑥𝑜
[𝑓′(𝑥𝑜) + (𝑥 − 𝑥𝑜)𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥𝑜
)] (1) 

• Για x>xo είναι x-xo>0 και f’(x)>0 άρα lim
𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥−𝑥𝑜
[𝑓′(𝑥𝑜) + (𝑥 − 𝑥𝑜)𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥𝑜
)] = +∞(𝑓′(𝑥𝑜) + 0) = +∞ 

• Για x<xo είναι x-xo>0 και f’(x)<0 άρα lim
𝑥→𝑥𝑜

1

𝑥−𝑥𝑜
[𝑓′(𝑥𝑜) + (𝑥 − 𝑥𝑜)𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥𝑜
)] = −∞(𝑓′(𝑥𝑜) + 0) = +∞ 

 

Δ3. Έστω g(x)=f(x)+x-xo, x∈R είναι g συνεχής στο R άρα και στο [xo,1] ως πράξεις  συνεχών με:  

• g(xo)=f(xo)+xo-xo=f(xo) 

• g(1)=f(1)+xo-1=xo-1>0  

Από θ. Bolzano υπάρχει ρ που ανήκει στο (xo,1): g(ρ)=0  

Για κάθε x1,x2 στο (xo,1) με x1<x2 είναι x1-xo<x2-xo και f(x1)<f(x2)  

f(x1)+x1-xo<f(x2)+x2-xo⟺g(x1)<g(x2)  

Είναι g(x)↑ ∀x∈(xo,1) άρα το ρ είναι μοναδικό 

Δ4. Από Δ3 είναι f(ρ)+ρ=xo ⟺f(ρ)=xo-ρ<0 (3)  

Αρκεί ν.δ.ο. για κάθε κ ∈(ρ,1) είναι f(xo) >f(ρ)·(f’(κ)+1)⟺
𝑓(𝑥𝑜)

𝑓(𝜌)
< 𝑓′(𝜅) + 1 

𝑓(𝑥𝑜)

𝑓(𝜌)
− 1 < 𝑓′(𝜅) ⟺

𝑓(𝑥𝑜)−𝑓(𝜌)

𝑓(𝜌)
< 𝑓′(𝜅) ⟺

𝑓(𝑥𝑜)−𝑓(𝜌)

𝑥𝑜−𝜌
< 𝑓′(𝜅) (4) 

Από ΘΜΤ για την f’ στο [xo,ρ] ∃ξ∈ (𝑥𝑜, 1) τέτοιο ώστε f’(ξ)=
𝑓(𝑥𝑜)−𝑓(𝜌)

𝑥𝑜−𝜌
 

Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι f’(ξ)<f’(κ) 

Χ                                               0                                              xo                                                1 

f    

f’ − +  



                                                      Θέματα  Μαθηματικών Προσανατολισμού  17.06.2020 
 

www.ekpaideysh.gr 

Είναι ξ<κ διότι ξ ανήκει (xo,ρ) και κ ανήκει (ρ,1) και f’ ↑ στο R άρα f’(ξ)<f’(κ) 

Άρα για κάθε κ που ανήκει στο (ρ,1) ισχύει f(xo) >f(ρ)·(f’(κ)+1) 

 

 


