
 

 

Θέμα Α:  

Α1. Απόδειξη σελίδα 135 σχολικού βιβλίου 

Α2. Έστω οι συναρτήσεις f,g,h. ΑΝ  

• h(x)≤f(x)≤g(x) κοντά στο xo και  

• lim
𝑥→𝑥𝑜

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→𝑥𝑜

𝑔(𝑥) = 𝑙 

Τότε lim
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥) = 𝑙 

Σελίδα 51 σχολικού βιβλίου 

A3. Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν:  

• Έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και 

• Για κάθε x∈A ισχύει f(x)=g(x) 

Σελίδα 23 σχολικού βιβλίου 
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Θέμα Β: 

Β1. Θέτουμε x+1=u⟺x=u-1 και έχουμε: 

f(u)=ue-u+1) 

για u=x είναι: f(x)=xe1-x, x∈R 

Β2. Παρατηρούμε ότι f(0)=0 προφανής ρίζα 

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο R ως γινόμενο-σύνθεση συνεχών και 

παραγωγίσιμων με: 

f’(x)=(x·e1-x)’=(x)’·e1-x+xe1-x(1-x)’=1·e1-x-xe1-x=e1-x(1-x) 

X -∞                                  0                                        1                               +∞ 

f’ + + − 

f    

  f’(x)>0⟺1-x>0⟺x<1                                                                                    Ο.μ. 

f’(x)=0⟺e1-x(1-x)=0
𝑒1−𝑥>0 
⇔    𝑥 = 1 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (-∞, 1) και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (1,+∞) 

Η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 1 με f(1)=1·e1-1=1 

B3. Η f’ είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο R ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων με: 

o 



 

 

f’’(x)=[𝑒1−𝑥(1 − 𝑥)]′ = 𝑒1−𝑥(1 − 𝑥)′(1 − 𝑥) + 𝑒1−𝑥(1 − 𝑥)′ = −𝑒1−𝑥(1 − 𝑥) − 𝑒1−𝑥 =

𝑒1−𝑥(𝑥 − 1 − 1) = 𝑒1−𝑥(𝑥 − 2) 

f’’(x)=0
𝑒1−𝑥>0
⇔    x-2=0⟺x=2, f’’(x)>0⟺x-2>0⟺x>2 

X -∞                              1                                     2                           +∞ 

f’’                −              −                + 

f’                  +                −                   −  

f    

H f είναι κοίλη στο διάστημα (-∞, 2) κα κυρτή στο διάστημα (2,+∞) 

Η f παρουσιάζει σημείο καμπής για x=2 με f(2)=2·e1-2=
2

𝑒
 

Ασύμπτωτες  

Πλάγιες:  

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒1−𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒1−𝑥 

Θέτουμε κ=1-x⟺x=1-κ 

𝑥 → +∞⟺ 1− 𝑘 → ∞⟺ −𝑘 → +∞− 1 ⟺ 𝑘 → −∞ 

• Άρα lim
𝑥→+∞

𝑒1−𝑥 = lim
𝑘→−∞

𝑒𝑘 = 0 

Άρα δεν έχουμε πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑒1−𝑥 = lim
−∞
𝑒𝜆 = +∞ 

Θέτουμε: {
1 − 𝑥 = 𝜆 ⟺ 𝑥 = 1 − 𝜆

𝑥 → −∞⟺ 1− 𝜆 → −∞⟺ 𝜆 → +∞
∗ 

Άρα δεν έχουμε οριζόντια ασύμπτωτη στο -∞ 

Οριζόντιες:  

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

( 𝑥 · 𝑒1−𝑥) = lim
𝜇→−∞

[(1 − 𝜇)𝑒𝜇] = lim
𝜇→−∞

1−𝜇
1

𝑒𝜇

= lim
𝜇→−∞

−1
−1

𝑒2𝜇

= lim
𝜇→−∞

𝑒𝜇 = 0 

Θέτουμε {
1 − x = μ ⟺ x = 1 − μ

𝑥 → +∞⟺ 1− 𝜇 → +∞⟺ 𝜇 → −∞
(∗∗) 

Άρα ο x’x είναι οριζόντια ασύμπτωτη της f στο +∞ 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 · 𝑒1−𝑥) = lim
𝜔→+∞

(1 − 𝜔)𝑒𝜔 = −∞ · (+∞) = −∞ 

Θέτουμε {
ω = 1 − x ⟺ x = 1 −ω

𝑥 → −∞⟺ 1 −𝜔 → −∞⟺ 𝜔 → +∞
(∗∗∗) 

 

Β4. i. Έστω Δ1=(−∞, 1]  

          f↑ στο Δ1
                                 ⟺ f(Δ1)=( lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥), 𝑓(1))  = (−∞, 1] 

         f συνεχής στο Δ1 

 

o 

o 
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** 

∞

∞
 

DLH 

*** 



 

 

 

 

Έστω Δ2= [1,+∞)  

          f↓ στο Δ2
                                 ⟺ f(Δ2)=( lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), 𝑓(1))  = (0,1] 

         f συνεχής στο Δ2 

f(A)=f(Δ1)Uf(Δ2)=(-∞, 1] 

ii.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Α. Αν λ>1 η f(x)=λ δεν έχει ρίζα 

Β. Αν λ=1 η f(x)=λ έχει μία διπλή ρίζα 

Γ. Αν 0<λ<1, η f(x)=λ έχει 2 διακεκριμένες ρίζες 

Δ. Αν λ=0 η f(x)=λ έχει μία ρίζα 

Ε. Αν λ<0 η f(x)=λ έχει μία ρίζα 

 

Θέμα Γ: 

f(x)={
𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1, 𝜒 ≤ 0

𝜎𝜐𝜈𝑥, 0 < 𝑥 ≤
3𝜋

2

, 𝛼 < −3 

Γ1. {

lim
𝑥→𝑜−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
(𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1) = 1

lim
𝑥→𝑜+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈𝑥 = 1

𝑓(0) = 1

⟺ lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) 

Άρα η f είναι συνεχής στο xo=1 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0−

𝛼𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥(𝛼𝑥2 − 3𝑥 − 1)

𝑥
= −1 ∈ 𝑅 

Άρα fα’(0)=-1 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim
𝑥→0 

𝜎𝜐𝜈𝑥−1

𝑥
= 0 ∈ 𝑅, άρα f’δ(0)=0 



 

 

 

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο xo=0 

Γ2. I. Η  f είναι συνεχής στο [0,
3𝜋

2
]  ως τριγωνομετρική.  

H f παρ/μη στο (0,
3𝜋

2
) με f’(x)=(συνx)’=-ημx 

Επίσης f(0)=1{
f(0) = 1

𝑓 (
3𝜋

2
) = 0

⟺f(0)≠f(
3𝜋

2
) 

Συνεπώς δεν ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle. 

Ii. Αν x∈ (0,
3𝜋

2
) f’(x)=-ημx 

f’(x)=0⟺-ημx=0⟺ημx=0⟺{

𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇0

ή
𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇𝜋

⟺ {
𝑥 = 0
ή

𝑥 = 𝜋
 

άρα π∈ (0,
3𝜋

2
) και f’(π)=-ημπ=0 

Γ3. 𝑓′(𝑥) = {
3𝑎𝑥2 − 6𝑥 − 1, 𝑥 < 0

−𝜂𝜇𝜒, 0 < 𝑥 <
3𝜋

2

 

3αx2-6x-1: Δ=36+12α=12(3+α)<0, άρα  

3αx2-6x-1<0 ομόσημο του 3α   (
𝛼 < −3
3𝛼 < −9

) 

Άρα f γνησίως αύξουσα στο (-∞, 0) 

 

x -∞                         0                               π                               
3𝜋

2
 

f’(x) − − +  

     

                                                                                                  Ο.ε.  

Γ4. Στο (-∞,0) η f είναι συνεχής και γνησίως, άρα δεν υπάρχει x0∈ (−∞,0):f’(x)=0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

o 



 

 

Θέμα Δ: 

Δ1. 𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
⟺ 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 1 ⟺ 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0 

Έστω h(x)=xlnx-1, x∈ (0,+∞) 

{
ℎ(1) = 𝑙𝑛1 − 1 = −1 < 0

ℎ(𝑒) = 𝑒𝑙𝑛𝑒 − 1 = 𝑒 − 1 > 0
⟺ ℎ(1) · ℎ(𝑒) < 0 

Η h(x) ως πράξεις συνεχών είναι συνεχής στο (0,+∞) άρα και στο [1,e]  

Από θ. Bolzano η h(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα xo στο (1,e)  

Μοναδικότητα ρίζας 

h’(x)=lnx+1>0 ∀x ∈ (1, e) 

άρα h(x) γνησίως αύξουσα στο (1,e) επομένως στο xo είναι μοναδικό. 

Δ2.f(xo)=lnxo(x+1)-lnx-1, x∈ (0,+∞) 

F’(x)=lnxo−
1

𝑥
,,  x∈ (0,+∞) 

• Προφανής ρίζα της f’(x) είναι το x=x, διότι f’(xo)=𝑙𝑛𝑥𝑜 −
1

𝑥𝑜
= 0 (από Δ1) 

• f’’(x)=
1

𝑥2
> 0 ∀𝑥 ∈ (0,+∞) 

άρα  f’(x) αύξουσα στο (0,+∞) επομένως στο xo είναι μοναδική ρίζα της f’(x) στο (0,+∞) 

πρόσημο f’ 

∀𝑥 ∈ 𝐴𝑓 = (0,+∞) 𝜇𝜀 𝑥 < 𝑥𝑜 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑓
′(𝑥) < 𝑓′(𝑥𝑜) ⟺ 𝑓′(𝑥) < 0 άρα f γνησίως φθίνουσα στο (0,xo] 

∀𝑥 ∈ 𝐴𝑓 = (0,+∞) 𝜇𝜀 𝑥 > 𝑥𝑜 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑓
′(𝑥) > 𝑓′(𝑥𝑜) ⟺ 𝑓′(𝑥) > 0 άρα f γνησίως αύξουσα στο [xo,+∞) 

Στη θέση xo η f παρουσιάζει ελάχιστο το f(xo)=lnxo·(xo+1)-lnxo-1=xolnxo+lnxo-lnxo-1=xolnxo-1=0 (από Δ1) 

Δ3. Αρκεί ν.δ.ο. έχει μία ακριβώς ρίζα σρο R η εξίσωση  

g(x)=h(x)⟺𝑥 · 𝑒−𝑥 = (
𝑥𝑜

𝑒
)
𝑥+1

⟺
𝑥

𝑒𝑥
=
𝑥𝑜
𝑥+1

𝑒𝑥+1
⟺ 𝑒 · 𝑥 = 𝑥𝑜

𝑥+1 (𝛦) 

Επειδή xo>0 είναι xo
x+1>0 ∀𝑥 ∈ 𝑅 

Για να έχει η (Ε) λύση πρέπει e·x>0⟺x>0  

∀𝑥 ∈ 𝐴𝑓 = (0,+∞) η (Ε) γίνεται ln(𝑒 · 𝑥) = 𝑙𝑛𝑥𝑜
𝑥+1⟺ 𝑙𝑛𝑒 + 𝑙𝑛𝑥 = (𝑥 + 1) · 𝑙𝑛𝑥𝑜 

Η οποία έχει μοναδική λύση στο xo διότι η f(x) έχει ολικό ελάχιστο στο xo το f(xo)=0 (από Δ2)  

Στο οποίο xo είναι g’(xo)=h’(xo) διότι e-xo(1-xo)=(xo+1)(
𝑥𝑜

𝑒
)
𝑥𝑜+1

  

Δ4. Είναι (ΑΒ)=|f(x)-φ(x)| =  𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥) 

Έστω h(x)=f(x)- φ(x) με x>0 

Έστω h(x) παρουσιάζει ελάχιστο στο x=xo είναι h(x)≥h(xo) ∀𝑥 > 0 

∀𝑥 > 0 είναι f(x)-φ(x)≥f(xo)−φ(xo)⟺f(x)-f(xo)≥φ(x)-φ(xo) (1) 

 

f(x)>φ(x) 



 

 

1η περίπτωση:  Η φ(x) είναι παραγωγίσιμη στο xo  

∀𝑥 > 0 με x<xo

(1)
⇒ 

f(x)−f(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
≤
𝜑(𝑥)−𝜑(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
 

                       Lim
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
≤ lim
𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥)−𝜑(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
 

                          𝑓′(𝑥𝑜) ≤ lim
𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥)−𝜑(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
⟺ 0 ≤ lim

𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥)−𝜑(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
= 𝜑′(𝑥𝑜) 

∀𝑥 > 0 𝜇𝜀 𝑥 > 𝑥𝑜
(1)
⇒ 
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
≥
𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
 

lim
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
≥ lim
𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
⟺ 0 ≥ lim

𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝜑′(𝑥𝑜) 

Άρα lim
𝑥→𝑥𝑜

𝜑(𝑥)−𝜑(𝑥𝑜)

𝑥−𝑥𝑜
= 0 δηλαδή  φ’(xo)=0 

Επομένως το xo είναι κρίσιμο σημείο της φ(x) 

 

2η περίπτωση 

Αν η φ(x) δεν είναι παραγωγίσιμη στο xo επειδή η φ(x) είναι συνεχής και όχι παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό σημείο xo του Aφ=(0,+∞) το xo είναι κρίσιμο σημείο της φ(x)  

Επομένως σε κάθε περίπτωση το xo είναι κρίσιμο σημείο της φ(x). 

 

 

 

 

 

 

 


