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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

06-06-2022 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ 186 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ 142 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ 161 

Α4. Σ, Σ, Σ, Λ, Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 𝐴ℎ = {𝑥 ∈ 𝛢𝑔/ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐴𝑓} = {𝑥 ∈ [0,+∞):√𝑥 ∈ (−∞, 1]}[0,1]  

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = (√𝑥)4 − 2((√𝑥)
2
+ 1 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)2, 𝑥 ∈ [0,1] 

B2. H h συνεχής στο [0,1] ως σύνθεση συνεχών. Η h παραγωγίσιμη στο (0,1) ως 

σύνθεση παραγωγίσιμων με ℎ′(𝑥) = 2 ∙ (𝑥 − 1) < 0, ά𝜌𝛼 ℎ(𝑥) ↧ 𝜎𝜏𝜊 [0,1],  

Άρα “1-1”, άρα αντιστρέφεται. 

𝜓 = ℎ(𝑥) 

𝜓 = (𝑥 − 1)2, 𝜓 ≥ 0 

√𝜓 = √(𝑥 − 1)2 

√𝜓 = |𝑥 − 1|, 𝑥 − 1 < 0 

√𝜓 = 1 − 𝑥 

𝑥 = 1 − √𝜓 

Εξετάζουμε για ποιες τιμές του 𝑦 ≥ 0 το 𝑥 = 1 − √𝑦 𝐸𝐴ℎ = [0,1] 

Είναι 0 ≤ 1 − √𝑦 ≤ 1 ⟺ −1 ≤ −√𝑦 ≤ 0 ⟺ 1 ≥ √𝑦 ≥ 0 ⟺ 

⟺ {
1 ≥ √𝑦

√𝑦 ≥ 0
 𝜅𝛼𝜄 ⟺ {

1 ≥ 𝑦 𝜅𝛼𝜄
𝑦 ≥ 0

} ⟹ 𝑦 ∈ [0,1]   

Άρα ∀𝑦 ∈ [0,1] 𝜏𝜊 𝑥 = 1 − √𝑦 ∈ 𝐴ℎ = [0,1] 

Επομένως h(A) =[0,1] άρα 𝛢ℎ−1 = [0,1] 
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Άρα ℎ−1(𝑥) = 1 − √𝑥, 𝑥 ∈ [0,1] 

B3. 𝜑(𝑥) = {

1−√𝑥

1−𝑥
 , 𝑥 ∈ [0,1)

1

2
, 𝑥 = 1

 

i) Εξετάζουμε την συνέχεια φ(x) στο [0,1] 

α) ∀𝑥 ∈ [0,1)𝜂 𝜑(𝑥) =
1−√𝑥

1−𝑥
 𝜔𝜍 𝜋𝜌ά𝜉𝜀𝜄𝜍 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ώ𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍. 

β) 𝑥0 = 1 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→1

1−√𝑥

1−𝑥
= lim
𝑥→1

(1−√𝑥)(1+√𝑥)

(1−𝑥)(1+√𝑥)
= lim
𝑥→1

1−𝑥

(1−𝑥)(1+√𝑥)
= 

= lim
𝑥→1

1

1 + √𝑥
=
1

2
= 𝑓(1) 

𝜑(𝑥) 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [0,1] 

𝜑(0) =
1

1
= 1           

φ(1)= 
1

2
                    ⇒   𝜑(0) ≠ 𝜑(1) 𝜅𝛼𝜄 𝜂 𝜑 ↧ 𝜎𝜏𝜊 [0,1] 

Άρα για την φ(x) ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Ε.Τ. στο [0,1] 

ii) 1ος τρόπος:  

Επειδή είναι 
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
⇒ 𝜂𝜇

𝜋

6
< 𝜂𝜇𝛼 < 𝜂𝜇

𝜋

2
⇒
1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1 ⇒ 

⇒ 𝜑(1) < 𝜂𝜇𝛼 < 𝜑(0) 

Από Θ.Ε.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (0,1): 𝜑(𝑥0) = 𝜂𝜇𝛼 

2ος τρόπος:  

Θεωρούμε συνάρτηση Κ(x) = φ(x)- ημα , x∈ [0,1] 

𝐾(𝑥) =
1−√𝑥

1−𝑥
− 𝜂𝜇𝛼, 𝑥 ∈ [0,1)  

Κ (0) = 1- ημα >0 διότι: 

𝛫(1) = 𝜑(1) − 𝜂𝜇𝛼 =
1

2
− 𝜂𝜇𝛼 < 0 

Η Κ(x) συνεχής στο [0,1] ως πράξεις συνεχών. Άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (0,1):𝐾(𝑥0 ) = 0 ⟺ 𝜑(𝑥0) − 𝜂𝜇𝛼 = 0 ⟺ 𝜑(𝑥0) = 𝜂𝜇𝛼 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 𝑓(0) = 0 

Έστω Δ1 = (-∞,−1) 𝜅𝛼𝜄 𝛥2 = (−1,+∞) 

∀𝑥 ∈ 𝛥1 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑓
′(𝑥) =  −2 ⟺ [𝑓(𝑥)]′ = (−2𝑥)′ ⇔ 𝑓(𝑥) = −2𝑥 + 𝐶1 
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∀𝑥 ∈ 𝛥2 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑓
′(𝑥) =  3𝑥2 − 1 ⟺ [𝑓(𝑥)]′ = [𝑥3 − 𝑥]′ ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 𝐶2 

Για x = 0 είναι f(0) = C2 ⇔ 0 = 𝐶2 Άρα f(x) = 𝑥3 − 𝑥 για κάθε x ∈ 𝛥2 

Άρα 𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 + 𝐶1 , 𝑥 ∈ (−∞,−1)

𝑥3 − 𝑥   , 𝑥 ∈ (−1,+∞)
 

Επειδή f συνεχής στο -1 είναι 𝑓(−1) = lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) ⇔ 

𝑓(−1) =  2 + 𝐶1 = 0 ⇔ {
𝑓(−1) = 0

2 + 𝐶1 = 0 ⇔ 𝐶1 = −2
 

Άρα f(x)= {
−2𝑥 − 2, 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥, 𝑥 ∈ (−1,+∞)
 

Γ2. 𝛦ί𝜈𝛼𝜄 (𝜀): 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) ∙ (𝑥 − 𝑥0)  𝜇𝜀 𝑥0 > −1 

𝑦 − (𝑥0
3 − 𝑥0) = (3𝑥0

2 − 1) ∙ (𝑥 − 𝑥0) 

𝐴(0,−2) ∈ (𝜀) ⟺ −2 − (𝑥0
3 − 𝑥0) = (3𝑥0

2 − 1) ∙ (0 − 𝑥0) ⇔ 

−2 − 𝑥0
3 + 𝑥0 = −3𝑥0

3 + 𝑥0 ⇔ 2𝑥0
3 = 2 ⟺ 𝑥0

3 = 1 ⇔ 𝑥0 = 1 

Άρα (𝜀): 𝑦 = 2 ∙ (𝑥 − 1) 

Γ3. (ΜΚΓ) = 
1

2
(𝛫𝛤) ∙ (𝛭𝛫) 

Ε(t) = 
1

2
 (𝑥(𝑡) − 2) ∙ 𝜓(𝑡) 

Ε(t) = 
1

2
 (𝑥(𝑡) − 2) ∙ (2𝑥(𝑡) − 2) 

Ε(t) = (𝑥(𝑡) − 2) ∙ (𝑥(𝑡) − 1) 

Ε(t) = (𝑥(𝑡) − 2)′ ∙ (𝑥(𝑡) − 1) + (𝑥(𝑡) − 1)′ ∙ (𝑥(𝑡) − 2) 

Ε(t) = 𝑥′(𝑡) ∙ (𝑥(𝑡) − 1) + 𝑥′(𝑡) ∙ (𝑥(𝑡) − 2) 

Ε(t) = 𝑥′(𝑡) ∙ [𝑥(𝑡) − 1 + 𝑥(𝑡) − 2] 

Ε(t) = 𝑥′(𝑡) ∙ [2𝑥(𝑡) − 3] 

Για t = t0 : 𝛦′(𝑡0) = 𝑥
′(𝑡0) ∙ [2𝑥(𝑡0) − 3] 

𝛦′(𝑡0) = 2 𝜏𝜇/ sec∙ [2 ∙ 3 − 3] = 2 ∙ 3𝜏𝜇 /sec = 6 τμ / sec 

                            ε 

 

                                 Μ(x,y) 

 

          1          

              Γ(2,0)   K(x,0) 
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Γ4. lim
𝑥→−∞

[
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+
𝑓(−𝑥)

1−𝑥3
]  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(−2𝑥 − 2) = +∞ 

|
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
| =

|𝜂𝜇𝑓(𝑥)|

|𝑓(𝑥)|
≤

1

|𝑓(𝑥)|
=

1

𝑓(𝑥)
 

|
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
| ≤

1

𝑓(𝑥)
⟺−

1

𝑓(𝑥)
≤
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
≤

1

𝑓(𝑥)
           

𝛫𝛱
⇒  lim

𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 0 

 

lim
𝑥→−∞

1

𝑓(𝑥)
= 0 

lim
𝑥→−∞

𝑓(−𝑥)

1−𝑥3
= lim
𝑥→−∞

−𝑥3+𝑥

1−𝑥3
= lim
𝑥→−∞

−𝑥3

−𝑥3
= 1 

Άρα lim
𝑥→−∞

[
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+
𝑓(−𝑥)

1−𝑥3
] = 0 + 1 = 1 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.I) 𝑓(𝑥) = 𝑥 − ln(3𝑥) , 𝑥 ∈ (0,+∞) 

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

3𝑥
∙ (3𝑥)′ = 1 −

1

𝑥
=
𝑥 − 1

𝑥
 

𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⟺ 𝑥 − 1 ≥ 0 ⟺ 𝑥 ≥ 1 

 

                            

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

[𝑥 − ln(3𝑥)] = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

[𝑥 − ln(3𝑥)] = lim
𝑥→+∞

[𝑥 ∙ (1 −
ln(3𝑥)

𝑥
)] = +∞, 𝛿ιότι 

 lim
𝑥→+∞

ln (3𝑥)

𝑥

+∞

+∞
 lim
𝑥→+∞

[ln(3𝑥)]′

(𝑥)′
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥

1
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

                     D.L.H. 
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 lim
𝑥→+∞

(1 −
ln(3𝑥)

𝑥
) = 1 

 lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ 

Έστω Δ1 = (0,1] και Δ2= [1, +∞) 

Επειδή f συνεχής και ↧ στο Δ1 είναι 𝑓(𝛥1) = [𝑓(1), lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)) = [1 − 𝑙𝑛3, +∞) 

Επειδή f συνεχής και ↥ στο Δ2 είναι f((𝛥2) = [𝑓(1), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) = [1 − 𝑙𝑛3,+∞) 

Επειδή 0 ∈ 𝑓(𝛥1)𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ό 𝑥1 ∈ (0,1): 𝑓(𝑥1) = 0 

Επειδή 0 ∈ 𝑓(𝛥2) υπάρχει μοναδικό 𝑥2 ∈ (1,+∞): 𝑓(𝑥2) = 0 

II) Είναι f’’(x)= (1 −
1

𝑥
)’ = 0 −

−1

𝑥2
=

1

𝑥2
> 0. Άρα f(x) κυρτή στο (0, +∞) 

 

Δ2. 𝛦 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1
∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1
∫ [ln(3𝑥) − 𝑥]𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1
 

= ∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ x𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1

𝑥2

𝑥1

∫ (x)′ ∙ ln(3𝑥) 𝑑𝑥 −∫ x𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1

𝑥2

𝑥1

 

= [𝑥𝑙𝑛(3𝑥)]𝑥1
𝑥2 −∫ x ∙ [ln(3𝑥)]′ 𝑑𝑥 −

1

2

𝑥2

𝑥1

[𝑥2
2 − 𝑥1

2] 

= [𝑥𝑙𝑛(3𝑥)]𝑥1
𝑥2 −∫ x ∙

1

𝑥

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥 − ∫ x𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑥1

[𝑥𝑙𝑛(3𝑥)]𝑥1
𝑥2 − [𝑥]𝑥1

𝑥2 −
1

2
[𝑥2]𝑥1

𝑥2 = 

= 𝑥2 ∙ ln(3𝑥2) − 𝑥1 ∙ ln(3𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥1) −
1

2
(𝑥2

2 − 𝑥1
2) = 

= 𝑥2 ∙ ln(3𝑥2) − 𝑥1 ∙ ln(3𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥1) −
1

2
(𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥2 + 𝑥1)(1) 

Επειδή f(x1) = 0  είναι 𝑥1 − ln(3𝑥1) = 0 ⟺ ln(3𝑥1) = 𝑥1 

𝑓(𝑥2) = 0 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑥2 − ln(3𝑥2) = 0 ⇔ ln(3𝑥2) = 𝑥2 

Η (1) γίνεται 𝛦 = 𝑥2 ∙ 𝑥2 − 𝑥1 ∙ 𝑥1 − (𝑥2 − 𝑥1) −
1

2
(𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥2 + 𝑥1) = 

= 𝑥2
2 − 𝑥1

2 − (𝑥2 − 𝑥1) −
1

2
(𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥2 + 𝑥1) = 

= (𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥2 + 𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥1) −
1

2
(𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥2 + 𝑥1) = 

= (𝑥2 − 𝑥1) ∙ [𝑥2 + 𝑥1 − 1 −
1

2
(𝑥2 + 𝑥1)] = 

= (𝑥2 − 𝑥1) ∙ [𝑥2 + 𝑥1 − 1 −
1

2
𝑥2 −

1

2
𝑥1] = (𝑥2 − 𝑥1) ∙ (

1

2
𝑥1 +

1

2
𝑥2 − 1) = 
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= (𝑥2 − 𝑥1) ∙
1

2
 (𝑥1 + 𝑥2 − 2) =

1

2
(𝑥2 − 𝑥1) ∙ (𝑥1 + 𝑥2 − 2). 

Δ3. Από Δ2 είναι Ε > 0 άρα x1 + x2 – 2 > 0 ⟺ 𝑥1  + 𝑥2 >  2  (2) 

Αρκεί να δειχτεί ότι 𝑓(2 − 𝑥1) < 0 ⇔ 𝑓(2 − 𝑥1) < 𝑓(𝑥2)
𝑓↥
⇔ 2 − 𝑥1< 𝑥2 

                                                                                                        στο (1, +∞) 

⟺ 𝑥1 + 𝑥2 > 2 𝜋𝜊𝜐 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝛼𝜋ό  (2) 

Δ4. Επειδή η f(x) είναι κυρτή στο (0, +∞), η Cf βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη  

(ε) της f στο x0 =x2 , δηλαδή της (ε): 𝑦 − 𝑓(𝑥2) = 𝑓
′(𝑥2) ∙ (𝑥 − 𝑥2) ⟺ 

𝑦 − 0 = 𝑓′(𝑥2) ∙ (𝑥 − 𝑥2) ⇔ 𝑦 = 𝑓′(𝑥2) ∙ (𝑥 − 𝑥2) 

Ά𝜌𝛼 𝑓(𝑥) ≥ 𝑦𝜀  𝛿𝜂𝜆 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓
′(𝑥2) ∙ (𝑥 − 𝑥2) (3) 𝜇𝜀 𝜏𝜊 "=" να ισχύει μόνο όταν x=𝑥2 

Επειδή το f(1) = 1-ln3 είναι ολικό ελάχιστο της f(x) στο (0, +∞) 

Είναι 𝑓(𝑥) ≥ 1 − 𝑙𝑛3 (4)  𝜇𝜀 𝜏𝜊 "=" να ισχύει μόνο όταν x = 1 

Προσθέτουμε τις (3) και (4) κατά μέλη και έχουμε: 

2𝑓(𝑥) > 1 − 𝑙𝑛3 + 𝑓′(𝑥2) ∙ (𝑥 − 𝑥2).  

Άρα η εξίσωση δεν έχει λύση. 


