
 

Θέμα Α: 

Α1. Σελίδα 111 σχολικού βιβλίου. 

Α2. Σελίσα 104 σχολικού βιβλίου. 

Α3. Σελίδα 128 σχολικού βιβλίου. 

Α4. α) Λ 

      β) Λ  

      γ) Λ 

      δ) Σ 

      ε) Σ 

 

Θέμα Β: 

Β1. Αf=Agoh={x∈ 𝐴ℎ:h(x)∈Ag}={x∈ (0,+∞): ℎ(𝑥) ∈ 𝑅} 

Άρα Af = (0,+∞) 

𝑓(𝑥) = 𝑔𝑜ℎ(𝑥) =
4 − 𝑒2𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑙𝑛𝑥
=
4 − 𝑒𝑙𝑛𝑥

2

𝑒𝑙𝑛𝑥
=
4 − 𝑥2

𝑥
      

B2. i. 𝑓′(𝑥) = (
4−𝑥2

𝑥
)
′

=
(4−𝑥2)

′
𝑥−(4−𝑥2)·𝑥′

𝑥2
=
−2𝑥·𝑥−(4−𝑥2)

𝑥2
=
−2𝑥2−4+𝑥2

𝑥2
=
−𝑥2−4

𝑥2
= −

𝑥2+4

𝑥2
 

Άρα f’(x)<0 ∀𝑥 ∈ (0,+∞) οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα ∀𝑥 ∈ (0,+∞)  

ii. ισχύει:  

𝑒 < 𝜋 
𝑓↓
⇔𝑓(𝑒) > 𝑓(𝜋) ⇔

4 − 𝑒2

𝑒
>
4 − 𝜋2

𝜋

·
𝜋

4−𝑒2
<0

⇔     
𝜋(4 − 𝑒2)

𝑒(4 − 𝑒2)
<
𝜋(4 − 𝜋2)

𝜋(4 − 𝑒2)
⇔
𝜋

𝑒
<
4 − 𝜋2

4 − 𝑒2
 

B3. Βρίσκουμε την ασύμπτωτη της f στο 0. 

lim
𝑥→0+

4 − 𝑥2

𝑥
= 4 · (+∞) = +∞ 

Άρα η f(x) έχει κατοκόρυφη ασύμπτωτη το άξονα x’x. 

lim
𝑥→+∞

4 − 𝑥2

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2(
4
𝑥2
− 1)

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

(
4

𝑥2
− 1) = −1 = 𝜆 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥] = lim
𝑥→+∞

[
4 − 𝑥2

𝑥
+ 𝑥] = lim

𝑥→+∞

−𝑥2 + 𝑥2 + 4

𝑥
= lim
𝑥→+∞

4

𝑥
= 0  

Άρα η f(x) έχει πλάγια ασύμπτωτη την y=-x  

Β4. lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

4−𝑥2

𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)𝑥

4−𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)𝑥

−𝑥2(−
4

𝑥2
+1)
= lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

−𝑥(−
4

𝑥2
+1)
=

                    0 · 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 = 0 

 



 

 

 

Θέμα Γ 

Γ1. ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

2
= ∫ 𝑥 (

1

𝑥
+ 𝑎)𝑑𝑥

3

2
= ∫ (1 + 𝑎𝑥)𝑑𝑥

3

2
= [𝑥 + 𝑎 ·

𝑥2

2
]
3
2
= 3 +

9𝑎

2
− (2 + 2𝑎) =

3 +
9𝑎

2
− 2 − 2𝑎 = 1 −

5𝑎

2
  

Από υπόθεση είναι 1 −
5𝛼

2
= 1 ⇔

5𝛼

2
= 0 ⇔ 𝛼 = 0 

Για α=0 είναι:  

𝑓(𝑥) = {
𝑥3 − 3𝑥 + 3, 𝑥 < 1
1

𝑥
,               𝑥 ≥ 1

 

Γ2. i. lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim
𝑥→1−

𝑥2−3𝑥+3−1

𝑥−1
= lim
𝑥→1−

𝑥2−3𝑥+1

𝑥−1
= lim
𝑥→1−

(𝑥−1)(𝑥−2)

𝑋−1
=

lim
𝑥→1−

𝑥 − 2 = −1 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

1
𝑥 − 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

1 − 𝑥
𝑥

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

−(𝑥 − 1)

𝑥(𝑥 − 1)
= lim
𝑥→1+

−1

𝑥
= −1 

Ά𝜌𝛼 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 lim
𝑥→1 

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= −1 

Επομένως f’(1)=-1 άρα ορίζεται εφαπτομένη (ε) της Cf στο xo=1.  

ii. (ε): 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 − 1 = −1(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2 

Είναι 𝜆𝜀 = −1 ⇔ 𝜀𝜑𝜔 = −1 ⇔ 𝜔 =
3𝜋

4
 

Γ3. Η f(x) είναι παραγωγίσιμη στο (-∞, 1) με f’(x)=2x-3<0 άρα f(x)↓ στο (−∞, 1) άρα 

για ∀𝑥1 < 𝑥2 ∈ (−∞, 1] είναι f(x1)>f(x2)  

H f είναι παραγωγίσιμη στο (-1,+∞) με 𝑓′(𝑥) = (
1

𝑥
)
′

=
−1

𝑥2
< 0 άρα f(x)↓ στο (1,+∞) 

Άρα για ∀𝑥1 < 𝑥2 ∈ [1,+∞) είναι f(x1)>f(x2)  

Επειδή f’(x)<0 ∀𝑥 ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞) και f συνεχής στο (−∞, 1) ∪ [1, +∞) 

Η f είναι γν. φθίνουσα στο (−∞, 1) ∪ (1,+∞) άρα η f είναι 1-1 στο Af. 

Επειδή η f συνεχής και γν. φθίνουσα στο Af=R είναι f(A)= lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) 

Είναι lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 και lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−∞
𝑥2 = +∞ 

Γ4. Η (ε): y= -x+2 τέμνει τον x’x  στ σημείο Β(2,0) επειδή η Cf με x≥ 1 είναι κυρτή η (ε) 

είναι κάτω από την Cf.  

Είναι Ε=Ε1+Ε2 (1) 



 

 

 

𝛦1 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑦𝑒]
2

1

𝑑𝑥

= ∫ [
1

𝑥
− (−𝑥 + 2)]𝑑𝑥 = ∫ (

1

𝑥
+ 𝑥 − 2)𝑑𝑥

2

1

= [ln|𝑥| +
𝑥2

2
− 2𝑥]

2
1

2

1

= 𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1 + 2 −
1

2
− 4 + 2 = 𝑙𝑛2 −

1

2
 𝜏𝜇 

𝛦2 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

2

= [ln|𝑥|]
𝑒
2
= 𝑙𝑛𝑒 − 𝑙𝑛2 = 1 − 𝑙𝑛2𝜏𝜇 

Άρα E=𝑙𝑛2 −
1

2
+ 1 − 𝑙𝑛2 = 1/2 τμ 



 

Γ4 

 

 

 

Η (ε): y = -x+2 τέμνει τον x’x στο σημείο Β (2,0) 

Επειδή η Cf με x≥1 είναι κυρτή η (ε) βρίσκεται κάτω από την Cf 

Είναι Ε = Ε1 + Ε2   ① 

Ε1 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑦𝜀]𝑑𝑥 =  ∫ [
1

𝑥

2

1
 

2

1
− (−𝑥 + 2]𝑑𝑥 =  ∫ (

1

𝑥

2

1
+ 𝑥 − 2)𝑑𝑥 = [ln │𝑥│ +

𝑥2

2
− 2𝑥]1

2  = 

ln 2 −  ln 1 + 2 −  
1

2
− 4 + 2 =  ln 2 − 

1

2
       τετρ. μον. 

 

Ε2 = ∫
1 

𝑥

𝑒

2
 𝑑𝑥 = [ln │𝑥│]2

𝑒 = ln 𝑒 − ln 2 = 1 −  ln 2 

 

Από ① είναι Ε = ln 2 −  
1

2
+ 1 −  ln 2 =  

1

2
 τετρ. μον. 

 

Θέμα Δ  

Δ1) Έστω g(x) = 
𝑓(𝑥)−2𝑥

𝑥−1
  τότε  limg(x) = lϵR 

                                                      f (x) -2x = g(x) • (x-1) 

lim
x→1

[ f (x) − 2x] = lim
x→1

[g(x) • (x − 1)] = l • 0 = 0 ⇔ 



lim
x→1

[ ln(2 − x) −  
1

x
+ κ -2x] =0 ⇔ ln1-1+κ-2=0 ⇔ κ=3 

Για κ=3 είναι 𝑓(𝑥) = ln(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3,   xϵ (0,2) 

 

Δ2) 

 f ′(x)
1

2−x
• (2 − x)′ − (

1

x
)′ = 

−1

2−𝑥
 + 

1

𝑥2
 = 

−𝑥2+2−𝑥

𝑥2   (2−𝑥) 
 = 

−𝑥2 −𝑥+2

𝑥2   (2−𝑥)
   xϵ (0,2) 

        

∀xϵ (0,2) είναι x2 (2 − x) > 0  άρα το πρόσημο της f ‘ (x) εξαρτάται από το 

πρόσημο του τριωνύμου  -x 2 – x+2 στο (0,2) 

Το τριώνυμο -x 2 – x + 2 έχει ρίζες τους -2 και 1 

 

 

Άρα ∀xϵ (0,1) είναι f ‘ (x) >0 και ∀xϵ (1,2) είναι f ‘ (x) <0 

 

 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

[ln(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3] = 𝑙𝑛2 − (+∞) + 3 =  −∞ 

lim
𝑥→2−

 f(x) = lim
𝑥→2−

 [ln(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3] = (-∞) - 

1

2
 + 3 = −∞ 

 

Έστω Δ1 = (0,1] και Δ2 = [1,2) 

είναι f (Δ1) = (−∞, 2] 𝜅𝛼𝜄  f (Δ2) = (−∞, 2] 



Επειδή  Ο ϵ f (Δ1) υπάρχει μοναδικό Χ1 ϵ (0,1) : f (Χ1) = 0 

Επειδή  Ο ϵ f (Δ2) υπάρχει μοναδικό Χ2 ϵ (1,2) : f (Χ2) = 0 

Επειδή f  (
1

3
) = ln (2-

1

3
 ) -3+3= ln 

5

3
 > 0 είναι Χ1 < 

1

3
 

 

Δ3) 

Η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο  [Χ1 , 
1

3
] ϲ (0,1) 

άρα ∃ ξ ϵ (Χ1 , 
1

3
) : f’ (ξ) = 

𝑓 (
1

3 
)−𝑓(𝑥1)

1

3
−𝑥1

=  
𝑓 (

1

3
)−0

1−3𝑥1
3

=  
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
  

 

Δ4) 

i. Επειδή F, G παράγοντες της f στο (0,2) είναι  

G (x) = F (x) + C                ∀ x  ϵ (0,2) 

             Είναι G (x1) = F(x1) + C ⇒ G (x1) = C 

                         G (x2) = F(x2) + C ⇒ 0  = F(x2) + C ⇒ F(x2) = -C 

                         Άρα F(x2) + G (x1) = -C + C =0 

 

ii. Έστω σ (x) = x1• F(x) + x2 • G(x) - x1 - x2 + 2x 

H σ (x) ως πράξεις συνεχών είναι συνεχής στο [x1, x2] 

 

σ (x1) = x1• F (x1) + x2 • G(x1) - x1 – x2 + 2x1 = x2 • C + x1 – x2 

σ (x2) = x1• F (x2) + x2 • G(x2) - x1 – x2 + 2x2 = x1 • C -C + x2 – x1 

 

Είναι F’ (x) = f (x)>0 ∀ x  ϵ (x1 , x2) άρα F(x) ↑ στο [x1 , x2] 

Επομένως ∀ x > x1 είναι F(x) > F(x1) ⇔ F(x)>0 άρα F(x2)>0 ⇔       

- c >0 ⇔ c <0 

 

Για c <0 είναι  σ(x1)<0 διότι x2• C < 0 και x1 – x2 < 0 



και σ(x2) > 0 διότι – c • x1 >0 και x2 – x1 >0 

Άρα σ(x1) • σ(x2) < 0 και από θ. Bolzano ∃ ρ ϵ (x1, x2) : σ (ρ) = 0 

 

Μοναδικότητα ρίζας 

 

Η σ(x) = x1 • F(x) + x2 • G (x) - x1 – x2 + 2x 

είναι παραγωγίσιμη στο (x1 – x2) με  

σ’ (x) = x1 • F’(x) + x2 • G’ (x) +2 = 

            = x1 • f (x) + x2 • f (x) + 2 = (x1 + x2) • f (x) + 2 > 0  x ϵ (x1 , x2) 

 

Άρα σ(x) ↑ στο (x1 , x2) 

Επομένως το ρ είναι μοναδική ρίζα της σ(x) στο (x1 , x2) 

 


